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Po tradicionalnom poimanju, aksiom je nacelo (recenica) zakoje se, bez dokaza, uvida ili pretpostavlja da je istinito.
 Primjer
 Aristotel (384-322) znanost je obiljezena ne samo s istinitoscurecenica koje je tvore vec i s njihovim ustrojstvom. Znanost setreba izlaziti kao deduktivan sustav u kojemu su manje opceniterecenice dokazane pomocu prvih, najopcenitijih nacela. Na primjer:Nijedna recenica ne moze istodobno biti i istinita i neistinita.Euklid (oko 330-260) u knjizi Elementi aksiomatizira geometriju.”Opcenita nacela” obuhvacaju 23 definicije, 5 postulata i 5opcenitih ideja. 5. opcenita ideja: ”Cjelina je veca od svakog svogdijela.”Spinoza (1632 - 1677) daje grandiozni filozofski sustav uaksiomatskom obliku (Ethica more geometrico demonstrata).Primjer aksioma: Sve sto jest, jest ili u sebi ili u drugome.
 Izbjegavanje beskonacnog regresa. Dokazivanje ne moze ici ubeskonacnost. Ono mora negdje stati. Ako dokaz shvatimo usmislu dedukcije, onda su krajnje tocke dokaza aksiomi.
 Teorija skupova
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Kako prepoznajemo aksiome?
 U tradiciji su aksiomi bili shvaceni kao istine jasne po sebi
 (samo-evidentne istine).U novije vrijeme napusten je zahtjev da
 aksiomi moraju biti ”jasni sami po sebi”. Razlozi napustanja
 vjerojatno su povezani s racionalistickom pristranoscu takvog pojma
 i cinjenicom da on ukljucuje nepouzdana psiholoska obiljezja.
 Primjer
 Descartes, Rene (1596-1650): ”I uocivsi da mi u postavci mislim, dakle
 jesam bas nista drugo ne jamci da govorim istinu, osim da vidim vrlo
 jasno kako moramo postojati da bismo mislili, dosao sam do uvjerenja da
 mogu postaviti opce pravilo, da su stvari koje shvacam jasno i
 razgovijetno potpuno istinite.”
 Aksiomski nacin razmisljanja proteze se i izvan granica filozofije. U
 Deklaraciji nezavisnosti (1776) tvrdnja o ljudskim pravima shvaca se kao
 aksiom (uocite uporabu pridjeva ’self-evident’): ”We hold these truths to
 be self-evident, that all men are created equal, that they are endowed by
 their Creator with certain unalienable Rights, that among these are Life,
 Liberty, and the pursuit of Happiness.”Teorija skupova
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Anatomija formalnog aksiomatskog sustava
 Formalni aksiomatski sustav(i) koristi neki rjecnik (popis simbola, alfabet)(ii) od kojega se po pravilima tvorbe slazu recenice. Na taj senacin zadaje jezik teorije. K tome,(iii) neke recenice (aksiomi) uzimaju se(iv) za polaziste primjene pravila za dokazivanje drugihrecenica.Aksiomatska teorija (skup teorema) T obuhvaca one receniceiz zadanog jezika L koje se mogu dokazati iz skupa aksioma Aprimjenom pravila dokaza ⊢:
 T = {R ∈ L | A ⊢ R}
 Dokaz u aksiomatskom sustavu je niz recenica gdje je svakarecenica ili aksiom ili je dobivena primjenom pravila dokaza izprethodnih recenica u nizu. Neka je recenica R teorem(poucak) ako postoji njezin dokaz, to jest ako postoji dokazR1, ...,Rn i R = Rn.
 Teorija skupova
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Vjezba
 Primjer
 Jedan ”igracka-sustav”. Simboli: a, b. Recenice: (a) a i b surecenice, (b) ako je R recenica onda su Ra i Rb recenice, (c) nistadrugo osim onoga sto mozemo dobiti primjenom pravila (a) i (b)
 nije recenica. Aksiom: a. Pravilo dokaza:R
 Ra(R ⊢ Ra).
 Odredite koji uvjet trebaju zadovaljavati recenice u zadanom jezikuda bi bile teoremima!Uocite da pravilo koje ste otkrili nije teorem igracka-sustava, vecmetateorijska tvrdnja, tj. tvrdnja o teoriji!
 Teorija skupova
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Zeljena svojstva aksiomatskog sustava
 Formalna konzistentnost: skup aksioma A ne smijeomogucavati dokaz obje recenice iz para proturjecnih recenica,ili
 A ⊢ ⊥
 Nuzan uvjet.
 Teorija skupova
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Zeljena svojstva aksiomatskog sustava
 Potpunost ne znaci isto za ne-logicke i logicke aksiomatske.
 U ne-logickim sustavima, potpunost zahtijeva da iz para kojegcine recenica i njezina negacija uvijek jedna medu njima budedokaziva:
 za sve R ∈ L, A ⊢ R ili A ⊢ ¬R
 U mnogim se slucajevima ovaj uvjet ne moze ispuniti.
 U klasicnom logickom sustavu potpunost znaci nesto drugo.Ovdje pozeljno svojstvo teorema nije samo istinitost, vec nuznaistinitost. Negacije kontingentne recenice je kontingentnarecenica. No, ni jedna niti druga ne smiju biti dokazive unekom logickom sustavu. Prema tome, u logickim
 aksiomatskim sustavima potpunost ne moze biti
 definirana sintakticki.
 Neovisnost: nijedan aksiom ne moze se dokazati pomocuostalih.
 ako R ∈ A, onda A− {R} 0 R
 Ako uvjet neovisnosti nije zadovoljen, greska nije fatalna.Teorija skupova
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Vjezba
 Proucite sljedeci citat i odredite o kojim svojstvimaaksiomatskog sustava govori autor, te kako odreduje njihovodnos!
 Citat
 U pomnijem razmatranju, javlja se pitanje: ovise li neki iskazipojedinih aksioma jedni o drugima, te ne sadrze li zato aksiomineke zajednicke elemente, koji moraju biti izdvojeni ako zelimo docido sustava aksioma koji su posve neovisni jedni o drugima. Aliiznad svega zelim sljedece istaknuti kao najvaznije medumnogobrojnim pitanjima koja se mogu postaviti u vezi aksioma:dokazati da oni nisu kontradiktorni, naime, da odredeni broj, nanjih oslonjenih logickih koraka ne moze nikada dovesti dokontradiktornog rezultata.David Hilbert. Matematicki problemi (predavanje naMedunarodnom kongresu matematicara u Parizu, 1900.)
 Teorija skupova
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Pojam skupa
 Teorija skupova je kao rijetko koja druga teorija opcenitoprisutna i koristi se za modeliranje tako ekstenzivno da u tomsmislu zasluzuje posve poseban polozaj.
 Jedan je filozof duhovito primijetio da su do 19. stoljecaskupovi zivjeli dosadnim zivotom pod imenom opsegapojmova.
 Za iskazati semantiku logike prvoga reda trebamo skupove.
 Citat
 ’Russell je filozof’ istinito je ako i samo ako predmet imenovan s’Russell’ pripada skupu koji je zadan predikatom ’je filozof’. [D.Davidson]
 Teorija skupova
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Utemeljitelj
 Georg Cantor (1845-1918), njemacki matematicar koji jeprvi ekstenzivno proucavao skupove i inkonzistentnostikoje se kriju u naivnom pojmu o skupu.
 Skup je ”sabiranje u jednu cjelinu odredenih, razlicitihpredmeta naseg opazanja ili misljenja, a njih nazivamoelementima skupa” [G. Cantor]
 Teorija skupova
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Termini
 Koriste se razliciti nazivi: skup, razred, klasa, kolekcija, zbirka,mnozina, agregat itd. U nekim se teorijama razlikuju skup(set) i razred (class), gdje je razred opcenitiji pojam (skupovisu elementi nekog razreda, a neki razredi, pravi razredi nisu;pravi razredi i skupovi zajedno daju razrede).
 Teorija skupova
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Osnovni rjecnik teorije skupova
 1 Predikati:=, dvomjesni predikat identiteta,∈, dvomjesni predikat clanstva (pripadanja), a ∈ b [citamo:”a je element od b”],⊆, dvomjesni predikat inkluzije (ukljucenost, odnospodskupa).
 2 Funkcijski simboli (operacije):∩, dvomjesna funkcija presjeka (intersekcije),∪, dvomjesna funkcija unije,− dvomjesna funkcija razlike.
 3 Individualne konstante:∅, prazni skup.
 Teorija skupova
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Jezik s dvije vrste varijabli
 Mozemo naporaviti izbor izmedu jezika koji u domeniobuhvaca sve predmete bili oni skupovi ili ne i jezika kojikoristi razlicite vrste varijabli za razlicite vrste predmeta.
 Drugospomenuti (”many-sorted”) jezik koristi jednu vrstuvarijabli za dio domene koja ukljucuje sve skupove i jedinoskupove, a drugu vrstu varijabli za cjelokupnu domenu. Uovoj diferenciranoj opciji korisitimo varijable a, b, c , ... koje seprotezu preko skupova (svih i jedino njih) i varijable x , y , z , ...koje se protezu preko svih predmeta, bili oni skupovi ili ne.
 Primjer
 Recenicu ’Svaka je stvar element nekog, ovog ili onog skupa’ ujeziku s jednom vrstom varijabli prikazujemo kao∀x∃y (Skup(y ) ∧ x ∈ y ), a u jeziku s dvije vrste varijabli ovako:∀x∃a(x ∈ a).
 Teorija skupova
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Dva osnovna aksioma naivne teorije skupovaAksiom ekstenzionalnosti
 Skup je u potpunosti odreden svojim clanstvom.
 Ako znamo elemente skupa b, onda znamo sve sto jepotrebno za utvrdivanje identiteta tog skupa.
 Aksiom se iskazuje ovako: ako skupovi a i b imaju isteelemente onda su a i b identicni (oni su ”jedan te isti” skup).
 ∀a∀b[∀x(x ∈ a↔ x ∈ b)→ a = b]
 Identitet skupova ne ovisi o nacinu na koji su oni opisani.
 Primjer
 Skupovi {1,2}, {2,1}, {2,2,1}, {2,1,1,1,1,1} nisu razliciti (identicnisu).
 Teorija skupova
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Aksiom(ska shema) komprehenzije (apstrakcije)
 U naivnoj teoriji skupova nalazimo tzv. neograniceno nacelokomprehenzije. Po tom nacelu, svaki uvjet (svako svojstvo)odreduje neki skup.
 Primjer
 Neka nam je zadan uvjet ’x rado cita Kanta’. Po aksiomukomprehenzije postoji cjelina, skup sacinjen od svih onih i jedinood onih koji rado citaju Kanta. Neka nam je zadan uvjet’∃yVoli(x , y )’. taj uvjet odreduje skup koji obuhvaca sve one isamo one koji nekoga vole.
 Ovakav nacin iskazivanja aksioma donosi stanovite poteskoce.Naime, govorili smo o svim svojstvima, a to nas vodi izvangranica logike prvoga reda i zahtjeva teoriju svojstava.Da bismo to izbjegli aksiom iskazujemo kao aksiomsku shemu.Sve recenice koje imaju oblik aksiomske sheme — aksiomi
 su i njih ima beskonacno mnogo.Teorija skupova
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Aksiomska shema komprehenzije u opcenitom obliku
 Primjer
 Aksiomsku shemu treba iskazati u jos opcenitijem obliku. Naprimjer, ako bismo htjeli reci da za svaki predmet postoji skup kojisadrzi samo taj predmet, onda bi nam trebalo josvarijabli.∀z∃a∀x [x ∈ a↔ x = z ]
 Primjer
 Postojanje kojih skupova jest zajamceno sljedecom instancomaksioma komprehenzije ako je rijec o osobama:∀y∃a∀x [x ∈ a↔ Voli(x , y )]?
 Rjesenje
 Zajamceno je da za svakoga postoji skup osoba koje ga/ju vole, pamakar taj skup bio prazan.
 Teorija skupova
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Aksiomska shema komprehenzije u opcenitom obliku
 Opceniti oblik za aksiom komprehenzije:
 ∀z1...∀zn∃a∀x [x ∈ a↔ P(x)]
 Teorija skupova
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Vjezba
 Poucak
 U naivnoj teoriji skupova za svaku isf-u P(x) postoji jedanjedinstveni skup stvari koje zadovoljavaju P(x).
 ∃!1a∀x [x ∈ a↔ P(x)]
 Iskazimo drukcije gornju tvrdnju:
 ∃a∀x [x ∈ a↔ P (x)]
 ∧
 ∀a∀b [(∀x (x ∈ a↔ P (x)) ∧ ∀x (x ∈ b ↔ P (x)))→ a = b]
 Teorija skupova
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Dokaz.
 Za dokaz ove numericke tvrdnje trebamo dokazati da barem jedani najvise jedan predmet zadovoljava propoziciju. Moramo dokazati(i) ’barem jedan’: ∃a∀x [x ∈ a↔ P(x)], i (ii) ’najvise jedan’:∀a∀b∀x [((x ∈ a↔ P(x)) ∧ (x ∈ b ↔ P(x)))→ a = b)]. (i) jedokazano jer je to upravo aksiom komprehenzije. Za (ii) koristimouniverzalnu generalizaciju. Pretpostavimo da su a i b skupovi cijisu clanovi upravo oni predmeti koji zadovoljavaju P(x). Iz togaproizlazi ∀x [x ∈ a↔ x ∈ b]. Izradite ovaj dio dokaza sami:otvorite Proof 15.5 i dokazite spomenutu tvrdnju. Primjenaaksioma ekstenzionalnosti daje nam a = b.
 Vidimo da za bilo koji uvjet aksiom komprehenzije jamcipostojanje skupa predmeta koji zadovoljavaju taj uvjet, aaksiom ekstenzionalnosti osigurava jedinstvenost takvogskupa.
 Teorija skupova
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Aksiom tvorbe skupova
 Namjena aksioma komprehenzije bila je u tome da se pokazekako ”nastaju skupovi”. Aksiom je nazvan aksiomomkomprehenzije (obuhvacanja) ili aksiomom apstrakcije(odlucivanja, poopcavanja) jer ga mozemo razumjeti kaoaksiom koji kazuje kako nastaje ”predmet” o kojemu mozemomisliti. U jednom drugom nacinu tumacenja aksiom mozemoshvatiti kao objasnjenje nastanka opsega pojma, pa bi P biosadrzaj, a a opseg:
 ∃a∀x
 x ∈ a︸︷︷︸
 opseg
 ↔ P︸︷︷︸
 sadrzaj
 (x)
 Pokazalo se da aksiom komprehenzije vodi u proturjecje. PoRussellu koji je ukazao na taj problem, otkriveno proturjecjenaziva se ’Russellovim paradoksom’.
 Teorija skupova
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Odreduje li svaki uvjet neki skup?
 U naivnoj teoriji skupova i naivnoj teroji pojma pretpostavljase da bas svaki uvjet odreduje neki (tocno jedan) skup i dabas svaki pojam ima (tocno jedan) opseg.
 Pitanje
 Ispitajmo uvjet x /∈ x! Iskazimo taj uvjet (pojam) u prirodnomjeziku! Odredimo odgovarajuci instancu komprehenzije:
 ∃a∀x [x ∈ a↔ x /∈ x ]
 Dokazimo∃a∀x [x ∈ a↔ x /∈ x ] ⊢ ⊥
 Slijedi li da je naivna teorija skupova formalno inkonzistentna?
 Aksiomska shema komprehenzije kasnije je zamijenjenaksiomskom shemom separacije,∀a∃b∀x [x ∈ b ↔ (x ∈ a ∧ P (x))].
 Teorija skupova
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Jednoclani skupovi i prazni skup
 Jednoclani skup {x} trebamo razlikovati od njegovog jedinogclana x .
 Primjer
 {Donald Davidson} je skup, apstraktni objekt, a pok. DonaldDavidson bio je istaknuti filozof.
 Zamislimo da niti jedan predmet ne zadovoljava P(x). Naprimjer, neka je P(x) formula x 6= x . Skup {x | x 6= x} jestprazan, tj. bez elemenata. Mozemo dokazati da postoji jedani samo jedan prazan skup.
 Oznake koje se koriste za prazan skup: {}, 0, ∅,...
 Pitanje
 Zapisite odgovarajucu instancu sheme komprehenzije koja jamcipostojanje (barem jednog) praznog skupa? Ako postoji prazanskup, je li on ”nesto” ili ”nista”? Ako je ”nesto”, sto je? Kolikoima praznih skupova? Kako to znamo? Dokazite!Teorija skupova
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Odnos inkluzije
 Definicija
 Ako su zadani skupovi a i b, kazemo da je a podskup skupa b akoje svaki clan skupa a takoder clan skupa b.
 Definiciju mozemo shvatiti na dva nacina. Prvo mozemotvrdnju ’a ⊆ b’ shvatiti kao skraceni zapis tvrdnje
 ∀x(x ∈ a→ x ∈ b)
 Drugo, mozemo relaciju inkluzije shvatiti kao dodatni simbol idefiniciju iskazati kao aksiom:
 ∀a∀b[a ⊆ b ↔ ∀x(x ∈ a→ x ∈ b)]
 Ako a ⊆ b i a 6= b, onda pisemo a ⊂ b i citamo: ”a je pravipodskup od b”.
 Teorija skupova
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Vjezbe
 Koristeci Vellemanov ”graditelj dokaza” za teoriju skupova(http://www.ffst.hr/˜logika/pilot/applet/skupovi/dizajner.htm)dokazite sljedece tvrdnje!
 Poucak
 ∀a a ⊆ a
 Poucak
 ∀a ∅ ⊆ a
 Poucak
 ∀a∀b [(a ⊆ b ∧ b ⊆ a)↔ a = b]
 Teorija skupova
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Presjek i unija
 Operacije uzimaju dva skupa i daju treci.
 Definicija (PRESJEK)
 Presjek skupova a i b je skup ciji su clanovi - clanovi i u a i u b.Zapis: a ∩ b.
 ∀a∀b∀z [z ∈ a ∩ b ↔ (z ∈ a ∧ z ∈ b)]
 Definicija (UNIJA)
 Unija skupova a i b je skup ciji su clanovi - clanovi ili u a ili u b.Zapis: a ∪ b.
 ∀a∀b∀z [z ∈ a ∪ b ↔ (z ∈ a ∨ z ∈ b)]
 Definicija (RAZLIKA)
 ∀a∀b∀z [z ∈ a− b ↔ (z ∈ a ∧ z /∈ b)]
 Teorija skupova
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Pitanje
 Kako znamo da postoje takvi skupovi? Jesu li dva aksioma,komprehenzije i ekstenzionalnosti, dovoljna da se utvrdi njihovopostojanje i jedinstvenost?
 Teorija skupova
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Generalizacija i specijalizacija
 U tradicionalnoj logici i psihologiji posebnu paznja posvecivalase nekim nacinima tvorbe pojmova. Apstrakcijom se nazivalaona tvorba pojmova koja nastaje tako sto se na osnoviodredenog broja primjera izdvaja ono svojstvo koje im jezajednicko a ostala se zanemaruju (odlucuju, apstrahiraju).
 Pitanje
 Izradite dijagram toka za proces apstrakcije! Drugim rjecima, dajteniz uputa sljedeci koja bismo na osnovi nekog broja predmetamogli saciniti pojam o njima!
 Generalizacijom se naziva oblik tvorbe pojma u kojemu senekom vec usvojenom pojmu oduzima neko obiljezje. Takvimpostupkom obicno mozemo dobiti novi pojam i on ce bitiopcenitiji od pocetnog.Specijalizacija je oblik tvorbe pojmova u kojemu se vecusvojenom pojmu dodaje novo obiljezje. Takvim postupkomobicno mozemo dobiti novi pojam i on ce biti manje opcenit,
 Teorija skupova
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Primjer
 Primjer
 Vennovi dijagrami mogu se iskoristiti za prikaz tvorbe pojmovaspecijalizacijom:
 Teorija skupova
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Operacije sa skupovima i tvorba novih opsega pojma
 Operacije sa skupovima mozemo shvatiti kao nacin tvorbenovih pojmova ili, bilo bi bolje reci, novih pojmovnih opsega.
 Vjezba
 Usporedite operacije sa skupovima (uniju, presjek i razliku) stradicionalnim ucenjem o tvorbi pojmova!
 Vjezba
 Oznacimo skupove sa slike na sljedeci nacin: z = {x | x je zuto} iv = {x | x je voce}. Odredite pojmove ciji su opsezi z ∩ v i v − z!Nazive tih pojmova iskazite sto prirodnije!
 Teorija skupova
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Operacije sa skupovima i tvorba novih opsega pojma
 Vjezba
 Zadan je sljedeci skup: a = {x | x je zaposlen i x je student}.Odredite pojam ciji je opseg upravo skup a! Proveditegeneralizaciju ispustajuci jedan od dva uvjeta! Koliko skupovamozemo dobiti na taj nacin? Kakav je njihov odnos prema skupua? Provedite specijalizaciju dodavajuci uvjet ’x je zena’ ! Kojipojam odgovara skupu dobivenom specijalizacijom? Pronadite stoprirodniji naziv tom pojmu!
 Teorija skupova
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Vjezba
 Dokazite sljedece tvrdnje!
 Tvrdnja
 a ∩ b = b ∩ a
 Tvrdnja
 a ∩ b = a→ a ⊆ b
 Tvrdnja
 a ∪ b = a→ b ⊆ a
 Tvrdnja
 ¬a ⊆ b → a− b 6= ∅
 Teorija skupova
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Partitivni skup
 Definicija
 Partitivni skup ℘a skupa a jest skup svih podskupova od a.
 Ovu definiciju mozemo napisati na sljedeci nacin:
 ℘a = {b | b ⊆ a}
 Definiciju smo mogli zapisati i kao instancu (naivnog) aksiomakomprehenzije:
 ∀a∃b∀x [x ∈ b ↔ x ⊆ a]
 U ovom slucaju, za razliku od prethodnog, tvrdnju da postojinajvise jedan takav skup nismo ugradili u definiciju, ali je lakomozemo dobiti uz pomoc aksioma ekstenzionalnosti.
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Poucak
 Za bilo koji skup b, ¬℘b ⊆ b.
 Dokaz.
 Za premise uzmimo definiciju inkluzije i sljedecu instancukomprehenzije, koja je istodobno i instanca separacije jer govori opodskupovima:
 ∀a∃b∀x
 [
 x ∈ b ↔ (x ∈ a ∧ x /∈ x)︸ ︷︷ ︸
 ]
 Promotrimo bilo koji skup a. Nazovimo njegov podskup cijepostojanje jamci aksiom komprehenzije (separacije) a jedinstvenostaksiom ekstenzionalnosti Russellovim skupom r . Po definiciji za rznamo da vrijedi r ⊆ a. Pretpostavimo da vrijedi i r ∈ a. Ispitajmor ∈ r ! Vidimo da to nije moguce. Prema tome r /∈ r . Ali tadabuduci r ⊆ a i r /∈ r , po instanci aksioma dobivamo r ∈ r .Kontradikcija. Dakle, r jest podskup ali nije element skupa a.Buduci da je a bio proizvoljno odabran, mozemo generalizirati:∀a∃b (b ⊆ a ∧ b /∈ a).
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Dilema
 Upravo smo dokazali tvrdnju ∀a ¬℘a ⊆ a.
 Aksiom komprehenzije ne postavlja ogranicenja na dopustiveuvjete za tvorbu skupova.
 Promotrimo uvjet x = x .
 Po aksiomu komprehenzije takav skup postoji, a po kasiomuekstenzionalnosti postoji tocno jedan takav skup.
 Zato ga mozemo imenovati. Neka ga imenujeu = {x | x = x}!
 Pitanje
 Ispitajte vrijedi li ¬℘u ⊆ u!
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Sve
 Mnogi medu kategorije uvrstavaju pojam ’nesto’ (entitet,bivstvo, bice, predmet ...)
 Tvrdnja
 ∃a℘a ⊆ a
 Dokaz.
 Konstrukcijom primjera. Primjer je u. Za proizvoljni apretpostavimo a ⊆ u. Po zakonu identiteta (= Intro), a = a.Prema tome, a ∈ u. Univerzalnom generalizacijom (∀Intro) uzprimjenu definicije za ℘ dobivamo ℘u ⊆ u. Egzistencijalnomgeneralizacijom dolazimo do trazenoga.
 Vec smo dokazali ∀a ¬℘a ⊆ a. Sada smo dokazali¬∀a ¬℘a ⊆ a. U dokazima se nismo morali pozivati naaksiom ekstenzionalnosti.
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Sve i nesto
 Pitanje
 Koji je aksiom ”krivac”?Kako izgleda njegova negacija?Sto mozemo zakljuciti o opsegu pojma ’nesto’?
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Prvu je aksiomatizaciju teorije skupova dao 1908. ErnstZermelo, njemacki matematicar. Na osnovi analizeparadokasa, on je zakljucio da su oni povezani sa skupovimakoji su ”preveliki”, poput skupa svih skupova... Zbog toga,Zermelovi aksiomi su restriktivni s obzirom na pitanjeegzistencije skupova. Zermelov aksiomatski sustav obicno serazmatra u obliku koji ukljucuje modifikacije i poboljsanja kojasu dali Norvezanin Thoralf Albert Skolem, pionir u metalogici,i Abraham Adolf Fraenkel, izraelski logicar. U literaturi, sustavse naziva Zermelo-Fraenkelovom teorijom skupova iako bipovijesno gledajuci bilo tocnije nazivati jeZermelo-Skolem-Fraenkelovom teorijom.
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Aksiomi tvorbe (i postojanja)
 Dva aksioma naivne teorije skupova omogucavala su namdokaze postojanja i jedinstvenosti raznovrsnih skupova.
 Revizija aksioma komprehenzije (zamjena s aksiomomseparacije) blokirala je dokaze ovakve vrste.
 Zato u Zermelo-Fraenkelovoj teoriji skupova moraju bitizastupljeni i aksiomi koji ce garantirati egzistenciju skupovaodredenih vrsta.
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Aksiomi
 [1] Aksiom ekstenzionalnosti.
 Nije sporan. Jednak je aksiomu ekstenzionalnosti u naivnojteoriji.
 ∀a∀b [∀x (x ∈ a↔ x ∈ b)→ a = b]
 [2] Aksiom separacije.
 ∀a∃b∀x [x ∈ b ↔ (x ∈ a ∧ P (x))]
 Dopusta tvorbu skupova iz vec postojeceg skupa.
 [3] Aksiom neuredenog para: za bilo koja dva predmetapostoji skup koji ih ima kao svoje clanove.
 ∀x∀y∃b∀z [z ∈ b ↔ (z = x ∨ z = y )]
 [4] Aksiom unije: ako je dan bilo koji skup skupova a, unijasvih njegovih elemenata takoder je skup. To jest:
 ∀a∃b∀x [x ∈ b ↔ ∃c(c ∈ a ∧ x ∈ c)]
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Aksiomi
 [5] Aksiom partitivnog skupa: svaki skup ima partitivni skup.
 ∀a∃b b = ℘a
 [6] Aksiom beskonacnosti: postoji skup svih prirodnih brojeva.
 Skraceni zapis jedne varijante tog aksioma:
 ∃a[∅ ∈ a ∧ ∀b(b ∈ a→ b ∪ {b} ∈ a)]
 Malo slozeniji zapis istoga:
 ∃a[∃x(x ∈ a ∧ ∀y (y ∈ x ↔ y 6= y)) ∧
 ∀x(x ∈ a→ ∃y(y ∈ a ∧ ∀z(z ∈ y ←→ (z ∈ x ∨ z = x)))]
 Skraceni zapis druge varijante tog aksioma:
 ∃a[∅ ∈ a∧ ∀b(b ∈ a→ {b} ∈ a)]
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Jos o aksiomu beskonacnosti
 Primjer
 Pogledajmo kako aksiom generira beskonacni skup. U prvojvarijanti: 0 ili ∅, 1 ili ∅ ∪ {∅} = {∅}, 2 ili {∅}∪ {{∅}} ={∅, {∅}}, 3 ili {∅, {∅}} ∪ {{∅, {∅}}} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}},itd. U drugoj varijanti: ∅, {∅}, {{∅}}, ...
 Ovakva logicka struktura obicno se naziva ’kumulativnahijerarhija’.
 Polazeci od praznog skupa postupno se putem definiranihoperacija konstruiraju daljni skupovi. U procesu se ne koristepocetni elementi. Mnogi beskonacni skupovi mogu nastati nataj nacin, ali ne i univerzalni skup.
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Aksiomi
 [7] Aksiom zamjene: ako je dan neki skup a i operacija f kojadefinira jedinstveni predmet za svaki x iz a, onda postoji skup{f (x) | x ∈ a}. Drukcije kazano, ako∀x(x ∈ a→ ∃!yP(x , y )), onda postoji skupb = {y | ∃x(x ∈ a ∧ P(x , y ))}.
 [8] Aksiom izbora: Ako je f funkcija s nepraznom domenom ai ako za svako x ∈ a, f (x) jest neki neprazni skup, ondatakoder postoji funkcija g takoder s domenom a takva da zasvako x ∈ a, g(x) ∈ f (x). (Funkcija g naziva se funkcijomizbora jer za svako x iz a ona bira jedan element iz f (x).)
 Ako se Zermelo-Fraenkel teorija skupova koristi zajedno saksiomom izbora, onda se oznacava s ZFC (”C” stoji za eng.”choice”, izbor). Aksiom izbora postulira postojanje odredenogskupa (skupa izbora) ali za razliku od drugih aksioma te vrsteon ne daje upute kako se taj skup konstruira. Takvanekonstruktivna narav aksioma izazvala je brojne rasprave.
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[9] Aksiom regularnosti: svaki neprazan skup ima prazanpresjek sbarem jednim svojim elementom:
 ∀b[b 6= ∅→ ∃y (y ∈ b ∧ y ∩ b = ∅)]
 Ovaj aksiom iskljucuje skupove koji su svoji vlastiti elementi.Pomocu ovoga aksioma moze se pokazati da je relacija ∈irefleksivna i asimetricna.
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Intuicije u pozadini
 Povijest pojma o skupu i relaciji ∈ pokazuje da nije rijecjednostavnim pojmovima.
 S filozofskog stajalista, niposto nije primjereno odbacitirazmatranje tog pojma s rijecima: ”Skup je primitivan pojam io njemu se ne moze nista reci mimo onoga sto aksiomi onjemu tvrde.” Takvo odbacivanje nije primjereno jer su upravorazmatranja o pojmu skupa vodila prema otkricunezadovoljivosti naivne teorije i konstrukcijama aksiomatsketeorije.
 U pozadini ZF-teorije stoje dvije osnovne intuicije:
 Skupovi ne mogu biti ”preveliki”.Skupovi se postupno konstruiraju.
 O ovoj drugoj intuiciji govori aksiom regularnosti. Zasto ne bismjelo vrijediti x ∈ x? Odgovor se mora pozvati na nekutemeljnu ideju.
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Kumulativnost
 Promotrimo skup a = {a}. Ako bismo ga htjeli zapisati upopis zapisu, susreli bismo se poteskocama: {a} ali a = {a},pa zato {{a}} ali a = {a}, pa zato {{{a}}}, ... pa zato{{{...}}}itd. Najblize sto mozemo doci jest da naznacimobeskonacno ”ugnjezdivanje” a = {{{...}}}. Buduci da je svojjedini clan tj. a = {a}, slijedi da je on jednoclani skup. Zbogtoga intuicija o ogranicenoj velicini skupova ne moze odbacitiovakve skupove.
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Logicar Zermelo tvrdio je da o skupovima trebamo misliti kaoo necemu sto nastaje na osnovi apstraktne radnje povezivanjau cjelinu predmeta koji su nam vec dani. prije no sto se izgradineki skup njegovi elementi vec moraju biti izgradeni. na osnoviovakve ”kumulativne” metafore mozemo objasniti zasto seskup a = {a} ne moze izgraditi. Da bi se taj skup konstruiraoprethodno mora biti izgraden njegov jedini element, ali to jeon sam. Kumulativna konstrukcija zahtijeva da element nekogskupa bude konstruiran u nekom prethodnoj fazi, a claniregularnog skupa ne moze biti konstruiran u prethodnoj fazi.
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Kumulativnost kao postupna konstrukcija
 Joseph Shoenfield pokusao je opravdati aksiome ZFC teorijepozivajuci se na intuicije u ”redoslijedu” konstrukcije: neki skupmoze nastati ako su njegovi clanovi nastali prije njega (gdje rijec’prije’, kaze on, treba razumjeti u logickom a ne u temporalnomsmislu). Pogledajmo kako se opravdava aksiom beskonacnosti.
 Citat
 Pogledajmo zasto je aksiom beskonacnosti istinit. Neka je x0
 prazni skup a za svaki n neka je xn+1 skup ciji su clanovi — clanoviod xn i sam xn. Na bilo kojem stupnju mozemo formirati x0; ako jexn formiran na nekom stupnju, onda se xn+1 moze formirati na bilokojem kasnijem stupnju. Pretpostavimo da je xn nastao na stupnjuSn. Tada postoji stupanj S koji se javlja nakon svih stupnjeva Sn.Na ovom stupnju, mozemo formirati skup x ciji su clanovi x0, x1, ...Ovaj x je onaj skup cije postojanje tvrdi aksiom beskonacnosti.Joseph Shoenfield. Axioms of Set Theory.
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Shoenfield obrazlaze neogranicenu mogucnost da se po”receptu” aksioma beskonacnosti sacini dodaju novi i noviskupovi.
 Netko bi mogao prigovoriti da aksiom ne tvrdi nesto jace odtoga — postojanje skupa s beskonacno mnogo clanova.Shoenfieldovo objasnjenje pokazuje kako bi beskonacnomnogo takvih clanova moglo nastati, ali ne objasnjava kako bimogao nastati skup koji bi ih obuhvacao. Takvo objasnjenjezahtijevalo bi postojanje stupnja nakon beskonacnog brojastupnjeva i intuiciju aktualne beskonacnosti koja cini senedostaje mnogim filozofima nakon Aristotela.
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Moguce je dovesti u pitanje intuiciju o skupovima kao opredmetima koji nisu preveliki.
 Najprije se trebamo osvrnuti na cinjenicu da partitivni skupnekog skupa koji ima n clanova ima 2n clanova. Ako, naprimjer, neki skup ima 1000 clanova, onda njegov partitivniskup ima 21000 - veci (kako se kaze) od broja atoma u svemiru.
 No sto se dogada ako je broj clanova nekog skupabeskonacan?
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Definicija
 Funkciju f nazivamo injektivnom ili 1− za− 1 ako za razlicitepredmete u svojoj domeni ona dodjeljuje razlicite predmete u svomrangu: ako x 6= y , onda f (x) 6= f (y ) za sve x , y iz domenefunkcije f .
 Oznacimo s |b| kantorsku velicinu skupa b.
 Definicija
 Skupvi b i c imaju istu kantorovsku velicinu, |b| = |c | akko se svinjihovi elementi mogu povezati na nacin 1− za− 1, to jest - akopostoji injektivna funkcija s domenom b i rangom c .
 Definicija
 |b| = |c | akko postoji funkcija f takva da (i)do (f ) = {x | ∃y f (x) = y} = b, (ii)ra (f ) = {y | ∃y f (x) = y} = c , (iii)∀x∀y [x 6= y → f (x) 6= f (y )].
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Pitanje
 Pokazite da je gornja definicija jednakobrojnosti skupova a i bekvivalentna s tvrdnjom da postoji bijektivna funkcija izmedu a i b.
 Rjesenje
 Funkcija f sa skupa a u skup b je surjekcija akko je (i) rang tefunkcije skup b, to jest, b = {y | ∃x : f (x) = y}. [Neki autorirazlikuju kodomenu i rang funkcije: kodomena je skup mogucih, arang - skup stvarnih vrijednosti funkcije. Kod surjekcije kodomenai rang su jedan te isti skup.] (*) Funkcija je bijekcija (1− za− 1korespondencija) akko je ona surjekcija i (ii) injekcija. Moramopokazati da je prva definicija ekvivalentna drugoj: a to cemo ucinitiako pokazemo da prva povlaci drugu i obratno. L-D Pretpostavimoda postoji injektivna funkcija f s domenom b i rangom c.Reiteracijom dobivamo da je f injekcija a, po definiciji (i) - slijedida je f surjekcija. D-L Pretpostavimo da je funkcija f s a u bbijekcija. Ona je tada injekcija i njezin je rang b. A to je upravoprva definicija.
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Primjer
 Neka je f (x) = 2x za bilo koji prirodni broj x . Sto je domena ovefunkcije? Sto je rang ove funkcije? Je li ta funkcija 1− za− 1?
 Rjesenje
 Domena ove funkcije je skup prirodnih brojeva N. Rang ovefunkcije je skup parnih brojeva
 {x | x ∈ N ∧ ∃y (y ∈ N ∧ x : 2 = y )}. Ta je funkcija 1− za− 1jer je vrijednost 2x razlicita za svaki x.
 Vidimo da postoji injektivna funkcija s domenom prirodnih brojevai rangom parnih brojeva. Zato oni imaju jednaku kantorovskuvelicinu.
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Poucak
 Cantor je pokazao da za bilo koji skup b vrijedi
 |℘b| > |b|
 Buduci da aksiom beskonacnosti garantira postojanjebeskonacnog skupa, a aksiom partitivnog skupa omogucujekonstrukciju partitivnog skupa, onda ce kantorska velicina (i)partitivnog skupa beskonacnog skupa biti veca od kantorskevelicine (ii) beskonacnog skupa. No i (i) spomenutompartitivnom skupu mozemo konstruirati partitivni koji ce opetbiti veci. Nisu li takvi skupovi ”preveliki” da bi bili cjeline?
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Pitanje
 Dokazite da za bilo koji skup b, |℘b| 6= |b|!
 Dokaz.
 Posluzimo se metodom indirektnog dokaza. Pretpostavimo (*)
 |℘b| = |b|. Po definiciji za kantorovsku velicinu, onda postojiinjektivna funkcija f s domenom ℘b i rangom b. Svi elementi od℘b podskupovi su od b, zato mozemo s pravom pitati za svakiy ∈ b je li slucaj da ako f (x) = y tada y ∈ x . Razmotrimo skupc = {y | ∃x(f (x) = y ∧ y /∈ x)}, skup svih elemenata od bkojima funkcija f ne pridruzuje podskup kojemu pripadaju. Popretpostavci (*) postoji f (c). Dodjelimo mu ime u = f (c). Morabiti slucaj da ili (i) u ∈ c ili (ii) u /∈ c . Ispitajmo slucajeve! (i) Akou ∈ c , onda u mora zadovoljavati uvjet ∃x(f (x) = u ∧ u /∈ x), pazato mora vrijediti u /∈ c . Kontradikcija. (ii) Pretpostavimo u /∈ c .Tada u ispunjava uvjet ∃x(f (x) = u ∧ u /∈ x) jer u = f (c). Zato,u ∈ c . Kontradikcija.
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Vece od
 Ako je skup a brojem (svojom kolicinom) veci od b, onda cese svakom elementu iz b moci pridruziti neki clan iz a najedinstven nacin.
 Drukcije receno, ako |a| > |b|, onda postoji 1-za-1 (injektivna)funkcija f s b u a; totalna funkcijado (f ) = {x | ∃y f (x) = y} = b.
 |a| > |b| akko |a| 6= |b| i postoji 1-za-1 (injektivna) funkcija fs b u a.
 Dokazimo |℘b| > |b|!
 Dokaz.
 Pokazimo najprije da postoji injektivna funkcija f : b −→ ℘b.Funkciju definirajmo ovako:
 ∀x f (x) = {x}
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Ima li smisla intuicija velicine?
 Teorija skupova
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