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            . Objetivos. I La inferencia estadística es la parte de la estadística que tiene por objetivo inferir propiedades de las poblaciones a partir de las muestras. Estas inferencias nunca pueden darse con carácter absoluto puesto que los parámetros poblacionales (como, por ejemplo, la media y la proporción) son generalmente desconocidos. Por ello, a la hora de extrapolar resultados para las poblaciones sólo podremos hacerlo con cierto nivel de confianza o de significación. El camino a seguir será el siguiente: en primer lugar tomar muestras, en segundo, calcular con los datos obtenidos parámetros tales como la media, proporción y desviación típica de la variable estadística de la que se pretende estudiar y, por último, inferir a partir de los resultados características de la población. Para ello será necesario adminitir que las poblaciones siguen unos patrones conocidos y que las muestras poseen ciertas propiedades que veremos a lo largo del tema. Al resultado de la inferencia se le llama estimación, y esta puede ser de tres tipos:  Estimación Puntual. Cuando se toma como valor del parámetro poblacional desconocido el obtenido para la muestra.  Estimación por Intervalos. Se da un intervalo dentro del cuál puede encontrarse el parámetro poblacional desconocido.  Test de Hipótesis. Permite probar si determinadas afirmaciones respecto del valor de los parámetros poblacionales desconocidos son ciertas o falsas con un nivel de confianza dado. Y dado que todo empieza con la toma de una muestra, es importante elegirla bien, no sólo con esmero, sino atendiendo a un riguroso sentido de equidad. Veamos qué queremos decir. II. Teoria de muestras. La mayoria de las situaciones reales no permiten hacer estudios sobre poblaciones enteras. Por ejemplo, si deseamos conocer la intención de voto en ciertas elecciones generales no es posible preguntar a todos los individuos con derecho a voto; tampoco sería viable, por ejemplo, tomar todos los estudiantes de una región para hacer un estudio completo sobre los aspectos que les atañen . En ambos casos, y en muchos otros, es necesario tomar muestras. Las muestras elegidas deben ser de tal naturaleza que sea posible inferir a partir de ellas características de toda la población. Han de ser representativas de la población. - 36 - TEMA III. INFERENCIA ESTADISTICA 
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. Objetivos.I
 La inferencia estadística es la parte de la estadística que tiene por objetivo inferirpropiedades de las poblaciones a partir de las muestras. Estas inferencias nunca pueden darsecon carácter absoluto puesto que los parámetros poblacionales (como, por ejemplo, la media yla proporción) son generalmente desconocidos. Por ello, a la hora de extrapolar resultadospara las poblaciones sólo podremos hacerlo con cierto nivel de confianza o de significación.
 El camino a seguir será el siguiente: en primer lugar tomar muestras, en segundo,calcular con los datos obtenidos parámetros tales como la media, proporción y desviacióntípica de la variable estadística de la que se pretende estudiar y, por último, inferir a partir delos resultados características de la población. Para ello será necesario adminitir que laspoblaciones siguen unos patrones conocidos y que las muestras poseen ciertas propiedadesque veremos a lo largo del tema.
 Al resultado de la inferencia se le llama estimación, y esta puede ser de tres tipos:
 � Estimación Puntual. Cuando se toma como valor del parámetro poblacional desconocidoel obtenido para la muestra.
 � Estimación por Intervalos. Se da un intervalo dentro del cuál puede encontrarse elparámetro poblacional desconocido.
 � Test de Hipótesis. Permite probar si determinadas afirmaciones respecto del valor de losparámetros poblacionales desconocidos son ciertas o falsas con un nivel de confianzadado.
 Y dado que todo empieza con la toma de una muestra, es importante elegirla bien, nosólo con esmero, sino atendiendo a un riguroso sentido de equidad. Veamos qué queremosdecir.
 II. Teoria de muestras.
 La mayoria de las situaciones reales no permiten hacer estudios sobre poblacionesenteras. Por ejemplo, si deseamos conocer la intención de voto en ciertas elecciones generalesno es posible preguntar a todos los individuos con derecho a voto; tampoco sería viable, porejemplo, tomar todos los estudiantes de una región para hacer un estudio completo sobre losaspectos que les atañen . En ambos casos, y en muchos otros, es necesario tomar muestras.
 Las muestras elegidas deben ser de tal naturaleza que sea posible inferir a partir deellas características de toda la población. Han de ser representativas de la población.
 - 36 -
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Por ejemplo, si deseamos hacer un estudio sobre la altura media de la población de Cáceres tal vez noconvendría elegir una muestra entre los asistentes a un partido del Cáceres C.B., ya que puede que el baloncestoguste más a las personas más altas. Si hacemos un estudio sobre la proporción de encinas de las dehesasextremeñas infectadas por la enfermedad de “la seca” (un hongo que ataca las raíces), la muestra deberíacontener encinas de toda la geografía extremeña, pues de lo contrario estariamos limitando el estudio a un únicotipo de suelo, de condiciones medioambientales, etc, que tal vez no representen al conjunto de la población dequercus de la región.
 Entendemos por muestreo el proceso seguido para la extracción de una muestra.Existen dos tipos:
 a) Muestreo probabilístico o aleatorio. Se da cuando todos los individuos de unapoblación tienen las mismas probabilidades de ser elegidos para una muestra.
 Observar que para que se de este tipo de muestreo un mismo individuo de la población debe tener laposibilidad de ser elegido más de una vez en una misma muestra. Y esto es así porque de lo contrario semodificarian las probabilidades de ser elegidos los demás individuos. Veámoslo con un ejemplo: supongamosque de 120 individuos seleccionamos una muestra de 30. La probabilidad que tiene un individuo para serseleccionado en primer lugar es 1/120, si no retornáramos al individuo seleccionado a la población laprobabilidad de ser elegido el siguiente ya no sería 1/120, sino 1/119, con lo que modificaríamos la probabilidadde elección de los demás individuos a partir del primero. Para que las probabilidades se mantengan, el individuoseleccionado ha de volver a la población después de cada elección (muestreo con reemplazamiento) por lo quepuede ser seleccionado nuevamente.
 Existen tres tipos de muestreo probabilístico:
 � Muestreo aleatorio simple o de afijación igual. Se realiza tomando n elementos al azarcon reemplazamiento.
 Por ejemplo: asignamos un número a cada uno de los 120 individuos del ejemplo anterior, losescribimos en un trozo de papel y los metemos en un sombrero. Sacamos un número del sombrero, lo anotamosy volvemos a meter el número seleccionado en el sombrero (recuerda, muestreo con reemplazamiento para queno se modifiquen las probabilidades). Repetimos la operación hasta seleccionar los 30 individuos de la muestra.
 � Muestreo sistemático. Se obtienen eligiendo el primer individuo al azar y los n-1 restantesse eligen de k en k a partir de este, siendo k el cociente N/n.
 Por ejemplo: los números en el sombrero del ejemplo anterior nos sirven. Sacamos un número, queresulta ser el 34. Como deseamos seleccionar 30 individuos de 120, y 120/30=4, seleccionamos los individuosde 4 en 4 desde el que ocupa el lugar 34. Así tomariamos los individuos cuyos números son:
 34, 38, 42, 46, 50,.................,110, 114, 118, 2, 6, .........22, 26 y 30.
 Observar que este tipo de muestreo vulnera el principio de equiprobabilidad ya queningún individuo de la población puede ser seleccionado más de una vez para la mismamuestra. Sin embargo cuando la población es muy grande ¡ni se nota! ya que la probabilidadde que un individuo "se repita" es muy remota, y además tiene la ventaja de ser un método deelección mucho menos costoso en tiempo (y a veces en dinero) que el muestreo aleatoriosimple. No obstante, si en la selección se observara algún tipo de regularidad indeseable paranuestro estudio, este tipo de muestreo debe descartarse.
 - 37 -
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� Muestreo estratificado o de afijación proporcional. Se utiliza cuando la población sedivide en subpoblaciones con unas características determinadas. Por ejemplo, si los 120individuos son los alumnos de un centro de enseñanza secundaria cuya procedencia esdiversa, puede que afecte a nuestro estudio el hecho de que residan en pueblos distintos.Así los 30 individuos de la muestra deberíamos tomarlos proporcionalemente al númerode individuos que provienen de cada pueblo. Para ello:
 se divide la población en estratos o subgrupos homogéneos de tamaños: .N1, N2, ... Ni
 De cada estrato se elige una muestra aleatoria simple de tamaños , de forma que n1, n2, ... ni
 y y que verifique la condición de proporcionalidad,N = N1 + N2 + ... +Ni n = n1 + n2 .... +ni
 es decir:
 ni = n $Ni
 N
 Siguiendo con el ejemplo anterior: si los 120 alumnos proceden de cuatro pueblosdistintos:
 20 de un pueblo A,32 de un pueblo B,60 de un pueblo C, ylos 8 restantes de un pueblo D
 aplicando el muestreo estratificado tomariamos los 30 individuos de esta manera:
 del pueblo An1 = 30 $ 20120 = 5
 del pueblo Bn2 = 30 $ 32120 = 8
 del pueblo C.n3 = 30 $ 60120 = 15
 del pueblo D.n4 = 30 $ 8120 = 2
 b) Muestreo no aleatorio o no probabilístico. Se da cuando los individuos de lapoblación no tienen las mismas posibilidades de ser elegidos.
 Es el que suele utilizarse en los medios periodísticos (sobre todo la televisión). A menos que provengan
 de fuentes acreditadas (el CIS, Sigma 2, etc) no suelen tener valor estadístico alguno, y lo mejor es no hacerles
 el menor caso, pues además acostumbran a ser sesgados, tendenciosos y moralistas.
 - 38 -
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Ejercicios.
 1. En una ciudad se quiere hacer una encuesta para conocer el porcentaje de ciudadanos queaprueban la gestión del ayuntamiento en cuestiones medioambientales (limpieza de calles,contaminación, cuidado de parque, etc.) Se pretende que la muestra sea representativa porsexo y edad; para la edad se establecen tres estratos: de 10 a 25 años (jóvenes), de 25 a 60años (adultos) y mayores de 60. El número de personas de cada grupo es: 3.000, 8.500 y2.500 respectivamente. Por sexo, la distribución es de 6.800 hombres y 7.200 mujeres, quese supoenen proporcionales a cada grupo de edad.
 Si el tamaño de la muestra es de 500 personas, determina, redondeando si es preciso, eltamaño muestral correspondiente a cada estrato.
 2. En cierta cadena de centros comerciales trabajan 150 personas en el departamento depersonal, 450 en el departamento de ventas, 200 en el departamento de contabilidad y 100en el departamento de atención al cliente. Con objeto de realizar una encuesta laboral, sequiere seleccionar una muestra de 180 trabajadores.
 a) ¿Qué tipo de muestreo deberíamos utilizar para la selección de la muestra si queremosque incluya a trabajadores de los cuatro departamentos mencionados?
 b) ¿Qué número de trabajadores tendríamos que seleccionar en cada departamentoatendiendo a un criterio de proporcionalidad?(Selectividad, Junio de 2005)
 3. En cierta empresa hay 2100 empleados, de los cuales 100 son directivos, 320 sonadministrativos, 420 son técnicos y el resto es personal obrero. El gerente desea estimar laproporción de empleados que están a favor de realizar ciertos cambios en el horario detrabajo. Para ello, selecciona a través de muestreo estratificado aleatorio con afijaciónproporcional, una muestra de 210 empleados considerando como estratos las diferentesclses de personal (directivo, administrativo, técnico y obrero). ¿Qué número de directivos,administrativos, ténicos y personal obrero hay en la muestra?(Selectividad, Septiembre de 2004)
 4. Una biblioteca pública está organizada en cinco secciones (en el cuadro adjunto se indica elnúmero de libros existentes en cada sección). Con objeto de estimar el porcentaje de librosde edición española, se quiere seleccionar una muestra de un 5 % del número total delibros, a través de un muestreo estratificado aleatorio, considerando como estratos lassecciones. Determinar el número de libros que habría que seleccionar en cada sección si: a)consideramos afijación igual. b) Consideramos afijación proporcional.(Selectividad, Junio 98)
 7407001.200860500Sección 5Sección 4Sección 3Sección 2Sección 1
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III. Propiedades de las muestras. Distribución muestral de Medias y Proporciones.
 Antes de ver qué hacer con las muestras, mencionaremos ,sin demostración, algunaspropiedades de éstas que en gran parte responderán a la pregunta que se plantea.
 En primer lugar, dada una población de individuos de la que tomamos muestras deNtamaño , el número de muestras distintas que se pueden formar es por regla generaln¡enorme!:
 � si las muestras se toman con reemplazamiento (cada individuo puede ser elegido más deuna vez en cada muestra) este número es de .Nn
 � En el caso de que las muestras sean sin reeemplazamiento (un mismo individuo no puedeaparecer dos o más veces en una misma muestra) el número se reduce considerablemente,pero aun así siguie siendo astronómico:
 Nn
 = N!
 n!(N − n)!
 Medias
 Pues bien, si elegimos una muestra de una población en muestreo conreemplazamiento, ésta dará un valor medio de la variable que se esté estudiando (pesos,x1
 alturas, etc), otra muestra dará otro valor , y así sucesivamente. Supongamos ahora quex2
 calculamos la media de las muestras y su desviación típica, a las que designaremos,respectivamente, por . Estos dos parámetros muestrales verifican las siguientes� x y � x
 propiedades:
 � La media muestral es igual a la media de la población. Es decir, si es la media para la�
 variable de la población, entonces se cumple:x
 � x = x1 + x2 + ...+ xi + ...Nn = �
 � La desviación típica muestral es igual a la desviación típica de la población dividida porla raíz cuadrada (tamaño de la muestra). Es decir, si es la desviación típica de lan �
 población, entonces se cumple:
 � x = �n
 � Si la población de partida se distribuye según una normal , las muestras deN�,�
 tamaño se distribuyen según una normal n N
 �, �
 n
 Cuando el muestreo es sin reemplazamiento las cosas cambian poco: la media muestral sigue siendo lamisma que la poblacional y la desviación típica muestral es ahora:
 - 40 -
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�x
 = �n$
 N − nN − 1
 pero, como el número de individuos de una población suele ser mucho mayor que el de la muestra, el término tiende a 1 y es prácticamente igual a (N − n)/(N − 1) � x �/ n
 En el caso en el que la población de partida no se distribuya según una normal, locierto es que sus muestras, cuando el tamaño de estas es de por lo menos de 30 individuos, sílo hacen. Esto es justamente lo que establece el teorema central del límite:
 Si una muestra aleatoria de tamaño procede de una población connmedia y desviación típica y el tamaño de la muestra es ,� � n m 30la media muestral se distribuye también según una normal de media
 y desviación típica � �n
 � x d N
 �, �
 n
 Proporciones
 En el caso de las proporciones (proporción de individuos a favor de una propuesta, deencinas enfermas en las dehesas extremeñas, etc) recordar que su estudio podía realizarsemediante distribuciones binomiales de parámetros :n y pd B(n,p)
 n = numero de ensayos, de individuos en la muestra o taman˜o deep = probabilidad o proporcion de individuos de la muestra con la caraceter�sticadeseada
 Una muestra dará una proporción a la que designaremos por ; otra muestra distintap1
 tomará un nuevo valor ; y así sucesivamente. Se comprueba que la media de lasp2
 proporciones coinciden con la proporción, Y así, para muestrasp, de la poblacionsuficientemente grandes (es aceptado el valor ), el número de individuos con con unan m 30característica determinada se ajustará -según la aproximación de binomiales a normales vistaen el tema anterior- a la districución normal:
 B(n,p) d N(np, npq)
 Y por tanto, sin más que dividir por la proporción muestral, , se ajustará a lan, pdistribución normal:
 pd Np,
 pqn
 - 41 -
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Ejercicios.
 1. Sea una población formada por cuatro estudiantes cuyas notas en el último último examenfueron: 8, 9, 5 y 6.
 a) Calcula la media y la desviación típica de la población.b) Obtén todas las muestras posibles con reemplazamiento de tamaño 2 y calcula la mediay la desviación típica muestral.c) Comprueba que la media muestral coincide con la media de la población y la desviacióntípica muesta, , siendo la desviación típica poblacional.� x , es igual a �
 n�
 2. En el último año, el peso de los recién nacidos en una maternidad se ha distribuido segúnuna ley normal de media y desviación típica .� = 3.100g
 a) ¿Cuál es la probabilidad de que un recién nacido pese más de 3.130 g?b) ¿Qué distribución seguirán las muestras de tamaño 100 de recién nacidos?c) ¿Cuál será la probabilidad de que la media de una muestra de 100 recién nacidos seasuperior a 3.130 g?
 3. Supongamos que la estatura media de las alumnas de segundo de bachillerato es de 165cm, con desviaicón típica de 8 cm.
 a) Halla los parámetros de las medias muestrales de tamaño .n = 36 yn = 64b) ¿Cuál es la probabilidad de que uan alumna supere los 167 cm de altura? ¿Yde que unanuestra de 36 alumnas de una media igual o superior a los 167 cm de altura? ¿Y si lamuestra es de 64 alumnas?c) ¿Tiene algo de extraño que una alumna supere los 170 cm de altura? ¿Y de que unamuestra de 36 alumnas de una media de altura igual o superior a los 170 cm de altura?Justifica gráficamente las respuestas.
 4. Supongamos que el porcentaje de familias extremeñas con un solo hijo es del 18 %.Consideremos una muestra de 1.000 familias. ¿Cuál es la probabilidad de que al menos el20 % de estas familias tenga un solo hijo?
 5. Si el 60 % de licenciados de una facultad encuentran trabajo el primer año después deacabar la carrera y seleccionamos al azar a 25 de estos estudiantes, ¿qué probabilidad hayde que al menos 15 de ellos encuentren trabajo el primer año?
 - 42 -
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IV. Inferencia Estadística
 Llegamos, por fín, a la meta de todo el estudio que se ha hecho sobre probabilidad,distribuciones y teoria de muestras. Hemos seleccionado bien la muestra, calculado susparámetros (media o proporción, según la variable estudiada, desviación típica) y ahora nostoca responder a la pregunta: ¿qué hacer con los valores obtenidos?
 La respuesta es: estimar valores para la población.
 La estimación puede realizarse de dos maneras distintas, que reciben los nombres deestimación puntual y por intervalos de confianza. Más tarde, el test de hipótesis nos permitirádecidir, a partir de los resultados de la muestra, si los valores media o proporción poblacionalpueden ser aceptados o deberán ser revisados.
 Estimación Puntual.
 Consiste en estimar para la población el mismo resultado que el obtenido para lamuestra.
 Por ejemplo:
 � Si seleccionada una muestra de 81 escolares de cierta localidad, se ha calculado unaestatura media de 159 cm, estimaríamos que la media de estatura de todos los escolares deesa ciudad es de 159 cm.
 � Si seleccionada una muestra aleatoria de 200 conductores se ha determinado que el 20 %llevan cadenas en sus vehículos para prevenir la eventualidad de nieve en la carretera,estimaríamos como proporción para la población de conductores que llevan cadenas en un20 % (o 0.2 si se da en términos de proporción).
 En todos los casos, admitimos que las poblaciones siguen modelos normales dedistribución o bien, si no es este el caso, las siguen las muestras (recuerda que en este últimocaso el tamaño muestral debe ser ).n m 30
 Esta aparente obviedad merece un comentario (leer opcionalmente, de ahí la letra máschiquita):
 Se denomina estimador a todo parámetro poblacional que puede ser estimado a través de las muestras.Son estimadores: la media, la proporción y la desviación típica de las muestras.
 Para que un estimador sea un buen estimador debe cumplir tres requisitos: ser centrado o insesgado,eficiente y consistente.
 Un estimador es centrado o insesgado cuando no tiene tendencia a decantarse por un lado u otro de ladistribución. Observa que tanto la media como la proporción muestrales cumplen este requisito. En efecto, tantouna como otra siguen distribución normales cuyo punto central es la propia media y proporción poblacional:
 - 43 -
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� − �n
 � x = � � + �n
 p −pqn p = p p +
 pqn
 Por tanto, el número de muestras con un valor mayor y menor que el central ( ) es el mismo, puesto� y pque las distribuciones son simétricas respecto de dicho valor.
 Sin embargo la desviación típica muestral no es un estimador insesgado, tiende a decantarse hacia unlado de la distribución. Esta es la razón de que la desviación típica de la muestra no sea un buen estimador de ladesviación típica de la población. En su lugar se utiliza la llamada cuasi-desviación típica, concepto del que sehablará más adelante.
 Un estimador es eficiente si su desviación típica es lo más pequeña posible. Es evidente que tanto lamedia como la proporción muestral verifican esta condición: mientras que, por ejemplo, la desviación típica dela población es , la de las muestras es mucho más pequeña pues se la divide por Esto hace que las� n .campanas de Gauss de las muestras sea más “esbelta” y “estrecha” que las de sus respectivas poblaciones.
 Por último, un estimador es consistente si al aumentar el tamaño de la muestra, el valor medio de ladistribución muestral tiende al parámetro estimado. Pues bien, dado que al aumentar , las desviaciones típicasnmuestrales disminuyen, es evidente que las medias muestrales se van concentrado en torno al punto central y portanto van tendiento al valor real de la media de la población, .�
 Estimación por intervalos de confianza.
 Se trata de otra manera de realizar una estimación. En lugar de un valor para la mediao la proporción, se calcula un intervalo en el que con cierto nivel de confianza o designificación se encontrará el parámetro poblacional que se desea estimar.
 es el nivel de significación y es el nivel de confianza.� 1 − �
 Suelen darse en tantos por ciento multiplicando por 100 ambos niveles.
 El procedimiento es el siguiente:
 - 44 -
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Supongamos que a partir de los resultados extraídos de la muestra deseamos calcularun intervalo, con un nivel de confianza del % (los más frecuentes son 90, 95 y100$ (1 − �)99 %), dentro del cuál se encontrará la media de la población. Procederemos de la siguientemanera:
 En la distribución normal buscaremos un intervalo centrado en el punto 0N(0, 1)dentro del cuál se encuentra el de la distribución. Fuera de él se encontrará el 100$ (1 − �) %
 restante, y como este último se reparte entre las dos “colas” de ésta, habrá en cada100$ �%
 cola un . Designaremos este intervalo por . Gráficamente:100$ �2 % −z �
 2, z �
 2
 El siguiente paso consiste en obtener los valores equivalentes a en la−z �2
 y z �2
 distrución de nuestro problema - para una media o para unaN(�, �n ) N(p,
 pqn )
 proporción-, a través de la expresión que tipifica la variable:
 z �2
 =x − ��n
 donde es la media muestral.x
 Se presentan los siguientes casos...
 1º. Intervalo para media con conocida.�
 La media de la población estará comprendida entre dos valores que verifiquen la�
 desigualdad:
 −z �2[
 x − ��n
 [ z �2
 Y desarrollando la desigualdad anterior:
 −z �2$�n[ x − � [ z �
 2$�n
 x − z �2$�n[ � [ x + z �
 2$�n
 - 45 -
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Así pues, el intervalo para la media será:
 ( x − z �
 2$�n
 , x + z �2$�n
 )
 Gráficamente:
 2º. Intervalo para la media con desconocida.�
 La primera tentación es sustituir en el intervalo anterior por la desviación típica�
 muestral, que habitualmente es designada por . Sin embargo -puede que esto te cueste mássseguirlo- así como el valor medio de las medias muestrales es igual a la media poblacional, �
 , el valor medio de las desviaciones típicas muestrales ¡no es igual a la desviación típica de lapoblación! sino que, en términos de varianza, verifican la relación:
 �2 = nn − 1 $ s
 2
 Al término se le denomina cuasi-varianza, y se denota por , y a su raíznn − 1 $ s
 2 sn−12
 cuadrada cuasi-desviación típica, . Así es que:sn−1
 sn−12 = n
 n − 1 $ s2 = �2
 Y así, sustituyendo , el intervalo queda:� porsn−1
 ( x − z �2$
 sn−1
 n, x + z �
 2$
 sn−1
 n)
 Bien. En los exámenes de selectividad hacen notar esta peculiaridad dando comodato la cuasi-desviación típica (o cuasi-varianza) y no la desviación típica. No obstante, paramuestras suficientemente grandes ( ) el error es pequeño si se sutituye por lan m 30 �
 desviación típica muestral, . El intervalo que se utiliza es entonces:s
 ( x − z �2$
 sn
 , x + z �2$
 sn
 )
 - 46 -
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3º. Intervalo para la proporción.
 Dado que las proporciones con tamaños muestrales siguen distribucionesn m 30normales del tipo:
 Np,
 pqn
 El intervalo para la proporción poblacional, , de determinada característica si elpresultado para la muestra ha sido queda:p,
 p − z �
 2$
 pqn , p + z �
 2$
 pqn
 Gráficamente:
 V. Error y Tamaño de la muestra.
 Dado que como estimación puntual damos el valor obtenido para las muestras( ( ), que nos son desconocidos, se encuentran en algunax o p), los valorespoblacionales� y plugar dentro del intervalo a la derecha o a la izquierda de aquellos valores con un nivel deconfianza del . Así pues, el máximo error cometido en dichas estimaciones será100$ (1 − �) %la mitad de la anchura del intervalo, esto es:
 � error para la media: E = z �2$
 sn
 � error para la proporción:E = z �2$
 pqn
 Por otra parte, observa que el error siempre disminuye al aumentar el tamaño de lamuestra. Podríamos así preguntarnos por el número de individuos necesarios en la muestrapara que el error no supere cierta cantidad . Sin más que despejar de las expresionesE nanteriores, se llega a las fórmulas:
 - 47 -
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� Tamaño muestral para medias: n = z �2 $
 sE
 2
 � Tamaño muestral para proporciones:n = z �2
 2$
 pqE2
 TABLA RESUMEN
 n = z �2
 2$
 pqE2
 n = z �2 $
 sE
 2Tamaño de la muestra
 E = z �2$
 pqn
 E = z �2$
 sn
 Error Máximo
 ( x − z �2$
 sn−1
 n, x + z �
 2$
 sn−1
 n)
 Estimación porIntervalos: desconocida�
 p − z �
 2$
 pqn , p + z �
 2$
 pqn
 ( x − z �
 2$�n
 , x + z �2$�n
 )Estimación por
 Intervalos: � conocida
 Se toma la proporción muestralSe toma el valor medio de lamuestra
 Estimación PuntualProporcionesMedia
 TABLA SELECTIVIDAD(Es la que dan siempre en los exámenes de selectividad, y su lectura es algo distitinta de la
 tradicional de la distribución normal. En la parte baja incluyen datos para valores muypequeños de )�
 - 48 -
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Ejemplos
 1.- Para una muestra de 400 personas elegidas a azar según muestreo aleatorio se obtuvo unarenta per cápita de 21 500 €. Se sabe de estudios anteriores que la desviación típica es de4.200 €. Calcula:
 a) La estimación que dariamos de la renta per cápita media de esa población.b) El intervalo de confianza para la renta per cápita con una confianza del 99 %.c) El intervalo de confianza con un nivel de significación del 5%.d) el error máximo cometido en los intervalos b) y c).e) el mínimo tamaño muestral con una confianza del 90 % para que el error máximo cometido en la estimación no supere los 300 €
 2. Para una muestra de 30 alumnos se obtuvo una media en el último examen de selectividadde matemáticas de , con una desviación típica de . Determinar elx = 4, 65 s = 1, 92intervalo de confianza para la calificaicón media en matemáticas de los alumnos deselectividad. interpreta el resultado.
 3. En una muestra de 120 alumnos elegidos al azar de diversos institutos se preguntó siposeían o no ordenador. Las respuestas fueron: sí, 80 alumnos; no, 40 alumnos.Determinar:
 a) La estimación que darias de la proporción de alumnos de la población estudiantil que poseen ordenador.
 b) El intervalo de confianza con un nivel de significación del 12 % para la proporción estudiantil que posee ordenador.
 c) El error máximo cometido al 12 % de nivel de significación en la estimación anterior.
 Ejercicios
 4. En una ciudad, en la que viven 5000 familias, se desea estimar el gasto medio semanal porfamilia en alimentación. Para ello, se selecciona una muestra aletoria de 200 familias a lasque se les pregunta por su gasto semanal en alimentación. A patir de la informaciónrecogida, se obtiene un gasto medio semanal de 85 €, siendo la cuasivarianza 81 .euros2
 Determinar:
 a) El error máximo que cometeríamos, con una confianza del 99 %, si estimamos en85 euros el gasto medio semanal en alimentación para una familia de esa ciudad.
 b) El número de familias que tendríamos que seleccionar para conseguir, con unaconfianza del 99 %, un error máximo inferior a 0.5 euros en la estimación del gastomedio semanal en alimentación para una familia de esta ciudad.(Selectividad, Septiembre de 2003)
 5. En una muestra aleatoria de 2000 conductores se seleccionó una muestra de 200. A losconductores seleccionados se les preguntó si llevaban en sus vehículos cadenas para
 - 49 -
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utilizar en caso de que hubiese nieve en las carreteras. A patir de la información recogidase obtuvo el siguiente intervalo de confianza al 95 % para la proporción de conductores deesa población que llevaban en sus vehículos cadenas para la nieve: (0.172 , 0.228).Determinar, justificando la respuesta:
 (a) La estimación puntual que daríamos para proporción de conductores de estapoblación que llevan en su vehículo cadenas para la nieve.
 (b) El error máximo que estaríamos cometiendo, con una confianza del 95 % condicha estimación.
 (Selectividad, Septiembre de 2007)
 6. A partir de la información suministrada por una muestra aleatoria de 100 familias de ciertaciudad se ha determinado el intervalo de confianza al 98 % (42 , 58) para el gasto mediomensual por familia (en euros) en electricidad. Determinar justificando las respuestas:
 a) La estimación puntual que daríamos para el gasto medio mensual por familia enelectricidad en esa ciudad.
 b) ¿Qué número de familias tendríamos que seleccionar al azar como mínimo paragarantizarnos, con una confianza del 99 %, una estimación de dicho gasto medio conun error máximo no superior a 3 euros?
 (Selectividad, Junio de 2000)
 7. En el Juzgado de cierta ciudad se presentaron en el año 2005 un total de 5500 denuncias.Se seleccionó una muestra de un 5 % de ellas. Entre las denuncias seleccionadas sedeterminó que 55 habían sido producidas por violencia doméstica. Determinar, justificandola respuesta:
 (a) La estimación puntual que podríamos dar para el porcentaje de denuncias porviolencia doméstica en esa ciudad en el año 2005.
 (b) El error máximo que cometeríamos con dicha estimación puntual con un nivel deconfianza del 99 %.
 (Selectividad, Junio de 2005)
 8. En una población de estudiantes de bachillerato se quiere estimar la proporción deestudiantes que tienen posibilidad de conectarse a internet desde su domicilio. Seselecciona al azar una muestra de 300 estudiantes de dicha población y a partir de lainformación obtenida con ellos, se determina el intervalo de confianza (0.22 , 0.28) paradicha proporción con una confianza del 99%. Teniendo en cuenta esta información,contestar justificando las respuestas:
 a) ¿Qué estimación puntual daríamos para la proporción de estudiantes de esapoblación que pueden conectarse a internet desde su domicilio?
 - 50 -
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b) ¿Qué número de estudiantes tendríamos que seleccionar al azar con objeto deconseguir, con una confianza del 99 %, un error máximo en la estimación dedicha proporción menor que 0.05?
 (Selectividad, Junio de 2002)
 9. En una población escolar se ha comprobado que la estatura sigue un modelo Normal deprobabilidad. A partir de una muestra de 81 escolares de dicha población se ha calculadouna estatura media de 159 cm y una cuasivarianza de 169 . Teniendo en cuenta estacm2
 información:
 a) Determinar el error máximo que cometeríamos, con una confianza del 99 %, siestimamos en 159 cm la estatura media en esa población escolar.
 b) ¿Podríamos rechazar con un nivel de significación del 5 %, la hipótesis de que laestatura media en esa población es de 160 cm?
 Justificar las respuestas. (Selectividad, Junio de 2004)
 10. A una muestra de 300 estudiantes de bachillerato de determinada provincia se lespreguntó si utilizaban habitualmente la bicicleta para acudir a su Instituto. Sabiendo que seobtuvo 90 respuestas afirmativas, determinar, justificando la respuesta:
 (a) El intervalo de confianza al 95 % para el porcentaje de estudiantes de bachillertode esa provincia que utilizan habitualmente la bicicleta para acudir al Instituto.
 (b) El error máximo que cometeríamos, con una confianza del 95 %, si estimamos quedicho porcentaje es del 30 %.
 (Selectividad, Junio de 2007)
 11. En cierta empresa hay 2100 empleados, de los cuales 100 son directivos, 320 sonadministrativos, 420 son técnicos y el resto es personal obrero. El gerente desea estimar laproporción de empleados que esta´n a favor de realizar ciertos cambios en el horario detrabajo. Para ello, selecciona a través de muestreo estratificado aletorio con afijaciónproporcional, una muestra de 210 empleados considerando como estratos las diferentesclases de personal (directivo, técnico y obrero). Tras realizar la correspondiente consulta alas personas seleccionadas, obtiene respuesta (afirmativa o negativa) de todas ellas.Sabiendo que 4 directivos, 12 administrativos, 7 técnicos y 26 obreros le respondieron queno están a favor de realizar dichos cambios, determinar:
 (a) El número de directivos, administrativos, técnicos y obreros que hay en la muestraseleccionada.
 (b) La estimación que daríamos para la proporción de empleados de esa empresa queestán a favor de realizar los cambios.
 (c) El error máximo que cometeríamos, con una confianza del 95 %, con la estimaciónanteiror.
 Justificar las respuetas. (Selectividad, Septiembre de 2004)
 - 51 -
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VI. Test de Hipótesis
 O Contraste de Hipótesis, consiste en contrastar el valor de cierto parámetro (media yproporción) conocido de una población con el obtenido a través de una muestra. Los hay dedos tipos:
 � Unilateral y� Bilateral
 aunque aquí sólo trataremos el bilateral.
 Todo contraste consta de dos hipótesis:
 � o hipótesis nulaH0
 � H1 o hipotesisalternativa
 es la hipótesis que con anterioridad al contraste tomamos como verdadera; seráH0 H1
 la hipótesis a contrastar.
 Suponemos como siempre que las poblaciones siguen modelos normales deprobabilidad o bien las siguen las muestras para tamaños .n m 30
 1º. Contraste para la media
 En estudios previos se determinó que el tiempo de espera (en minutos) hasta seratendido en cierto servicio de urgencias de un hospital era de 15 min. Para contrastar este datose tomó una muestra de 100 personas que fueron atendidas en dicho servicio, obteniéndosecomo valor medio 14,25 min y una desviación típica de 2,5 min. A tenor del resultado de lamuestra, ¿Podemos decir con un 95 % de confianza que el tiempo medio de espera hacambiado o el resultado se debe simplemente al azar?
 Tomamos como hipótesis nula y alternativa las siguientes:
 : el tiempo medio de espera sigue siendo de 15 min:H0 � = 15: el tiempo medio de espera ha cambiado, ya no es de 15 min:H1 � ! 15
 Ahora, si tomamos como cierto que el tiempo medio de espera sigue siendo de 15minutos, las muestras de tamaño 100 de esa población se ajustarán a la distribución normal:
 N
 � , �
 n
 = N
 15 ,
 2, 5
 100
 = N(15 , 0, 25)
 donde se ha sustituido por la desviación típica de la muestra . (En los problemas de� sn = 2,5Selectividad dan como dato la “cuasi-desviación típica”, .sn−1. Tenlo en cuenta)
 Y el intervalo de confianza con una confianza del 95 % es:
 min.
 � − z �
 2$�n
 , � + z �2$�n
 =
 15− 1, 96$
 2, 5100
 , 15+ 1, 96$2, 5100
 = (14, 51 , 15
 - 52 -
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A la zona que queda dentro de dicho intervalo se la llama zona de aceptación y laque queda fuera de rechazo. Ver figura:
 Cuya
 interpretación es la siguiente: el 95 % de las muestras dan un tiempo medio de espera dentrode la zona de aceptación, y sólo el 5 % la dan en la zona de rechazo. Ello quiere decir que sien la muestra -que hemos tomado aleatoriamente- el tiempo medio de espera está en estaúltima zona ello se debe, con toda probabilidad, no al azar sino al hecho de que realmentedicho tiempo se ha modificado.
 En nuestro caso, el tiempo medio de espera obtenido en la muestra es de 14,25 min,que como se ve está en la zona de rechazo
 Nuestra decisión es: rechazamos la hipótesis nula, , y aceptamos la alternativa, .H0 H1
 Es decir, con un 95 % de confianza (o un 5 % de significación) afirmamos que el tiempomedio de espera ha cambiado.
 Si valor obtenido en la muestra hubiera quedado dentro de la zona de aceptación,habriamos aceptado la hipótesis nula, , y rechazado la alternativa, .H0 H1
 Por último, el 95 % de confianza suele considerarse el umbral del que se obtiene unbuen nivel de certeza. No obstante, pueden tomarse valores mayores, cuando sea necesario,por las características del problema, disponer de una certeza mayor.
 - 53 -
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2º. Contraste para la proporción.
 El planteamiento es en todo análogo al anterior.
 El 68 % de los alumnos que salieron de la ESO en Extremadura obtuvieron el título deEducación Secundaria en 2005 (datos aproximados). Ese mismo año, en un instituto dela región, obtuvieron el título 150 alumnos de los 200 que concluyeron la etapa (datosinventados). ¿Es posible afirmar con un 99 % de confianza que la proporción de los queobtuvieron el título en ese instituto es distinta que en el resto de la región?
 Tomamos nuestras hipótesis nula y alternativa:
 La proporción sigue siendo del 68 %H0 : p = 0.68 La proporción ha cambiadoH1 : p ! 0.68
 Bien. Como sabemos, la proporción de individuos de una muestra se ajusta a unanormal del tipo:
 Np ,
 pqn
 Así es que, admitiendo la hipótesis de entrada, , las muestras de 200 alumnos cuyaH0
 proporción de titulados es del 68 % se ajusta a la normal:
 N0.68 , 0.68$ 0.32
 200 = N(0.68 , 0.033)
 El 99 % de las muestras se encuentran en el intervalo:
 p − z�2 $
 pqn , p + z�2 $
 pqn
 = (0.68− 0.085 , 0.68+ 0.085) = (0.595 , 0.765)
 siendo z�2 = 2.576
 que será el intervalo correspondiente a la zona de aceptación.
 La proporción de alumnos que obtuvieron el título en la muestra ha dado comoresultado el valor:
 p∏ = 150200 = 0.75
 Puesto que dicho valor se encuentra dentro de la zona de aceptación, deberemosafirmar, con un 1 % de significación, que los resultados se encuentran dentro de losparámetros poblacionales y rechazar por tanto la hipótesis alternativa, , la cuál nos diríaH1
 que en este instituto los resultados son distintos.
 Observa, sin embargo, que si el nivel de significación hubiera sido, por ejemplo, del10 % (90 % de confianza), el intervalo de confianza seria (haz los cálculos):
 (0.623 , 0.734)
 - 54 -
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Y el valor de la muestra quedaria en la zona de rechazo, lo que nos llevaria a concluirque en ese instituto los resultados son distintos (tal vez mejores) que en el resto de la región.No obstante, el error -la incertidumbre- en este caso en la decisión es mayor que en elanterior. Pero es este otro tema que merece nueva discusión en otro lugar y con otrosprofesores.
 Ejercicios.
 1. En una población escolar se ha comprobado que la estatura sigue un modelo Normal deprobabilidad. A partir de una muestra de 81 escolares de dicha población se ha calculadouna estatura media de 159 cm y una cuasivarianza de 169 . Teniendo en cuenta estacm2
 información:
 a) Determinar el error máximo que cometeríamos, con una confianza del 99 %, siestimamos en 159 cm la estatura media en esa población escolar.b) ¿Podríamos rechazar, con un nivel de significación del 5 %, la hipótesis de que laestuatura media en esa población es de 160 cm?Justificar las respuesta. (Selectividad, Junio de 2004)
 2. El gerente de una empresa selecciona aleatoriamente entre sus trabajadores una muestra de169 y anota elnúmero de horas de trabajo que cada uno de ellos ha perdido por causa deaccidentes laborales en el año 2001. A partir de la información obtenida determina, en esos169 trabajadores, un número medio de horas perdidas por accidentes laborales en el 2001de 36.5 horas. Sabiendo que:
 i=169
 i=1� (xi − 36.5)2 = 15970.5
 donde representa el número de horas perdidas por el i-ésimo trabajdor, .xi i = 1, ...., 169
 ¿Podríamos rechazar con un nivel de significación del 1 %, la hipótesis de que el númeromedio de horas perdidas a causa de accidentes laborales en esa empresa durante el año2001 fue de 35 horas? ¿Y para un nivel de significación del 5 %? Justifica las resuestas.(Slectivdad, Septiembre de 2002)
 3. A partir de los datos recogidos sobre una muestra aleatoria de 121 pequeñas y medianasempresas de una región se ha calculado, para el año 2000, un bewneficio medio de 89millones de euros con una cuasivarianza de 30.25 . euros2
 Contestar, justificando las respuestas:
 a)¿Podríamos rechazar (con un nivel de significación del 0.001) la afirmación de que losbeneficios medios en la pequeña y mediana empresa de dicha región son de 90 millones deeuros?b) ¿Qué ocurriría para el nivel de significación 0.05?(Selectividad, Junio de 2000)
 - 55 -
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