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            CONFERENCIAS 45 E E xcmo. Sr. Presidente, Excmos. e Ilmos. Sres. Académicos, señoras y señores. Antes de dar comienzo a mi discurso, quisiera agradecer al Sr. Presidente y a la Junta de Gobierno de la Academia Malagueña de Ciencias, el haberme honrado con impartir el discurso de apertura del curso 2018–19. También quiero agradecer, muy especialmente, al vicepresidente de la Academia, mi buen amigo y compañero de la Facultad de Ciencias, Prof. José Becerra Ratia, la presentación que ha hecho de mi persona. Por último, quisiera dar las gracias a todos los integrantes de la “Coral Santa María de la Victoria” por haberse ofrecido a poner el broche musical para ﬁnalizar este solemne acto. PRÓLOGO La música es una ciencia que debería tener unas reglas claramente deﬁnidas; estas reglas deberían salir de un principio evidente; y este principio no pude conocerse realmente sin la ayuda de las matemáticas. A pesar de toda la experiencia que he adquirido sobre la música por haberme dedicado a ella desde hace mucho tiempo, debo confesar que solamente con la ayuda de las matemáticas mis ideas se clariﬁcaron y la luz reemplazó a cierta oscuridad de la que no había sido consciente. Quisiera comenzar mi discurso con una cita de Jean Philippe Rameau, uno de los grandes músicos del barroco francés y al mismo tiempo uno de los teóricos musicales más importantes del siglo XVIII, en la que expresa muy claramente la importancia de las matemáticas a la hora de comprender los fenómenos musicales. Jean Philippe Rameau (1683–1764). Tratado de la armonía reducida a sus principios naturales (1722)”. MATEMÁTICAS Y MÚSICA Francisco Javier Girón González-Torre Numerario de la Academia Malagueña de Ciencias. Conferencia impartida en Málaga el 22 de octubre de 2018 con motivo de la apertura del curso académico 2018-19 RELACIÓN ENTRE LAS MATEMÁTICAS Y LA MÚSICA La relación entre las matemáticas y la música es un tema muy amplio y complejo que podríamos caliﬁcar como de carácter poliédrico, en el sentido de que admite muchas facetas y diferentes puntos de vista, que hacen necesario restringir muchos de los aspectos que ofrece el tema. Tradicionalmente, en nuestra cultura occidental, debido a la enorme inﬂuencia de Boecio, basada a su vez en la de Pitágoras y Platón, la música estuvo ligada a la aritmética, la astronomía y la geometría, que juntas constituían el quadrivium (Tabla 1), mientras que la gramática, la retórica y la lógica formaban el trivium, hasta bien pasada la Edad Media. Tabla 1. Las cuatro ciencias que componen el quadrivium agrupadas en cualitativas y cuantitativas; en esta última categoría se encuadra la música. Matemáticas Cuantitativas Cualitativas Aritmética Música Geometría Astronomía Hoy, sin embargo, se considera a la música como una de las bellas artes y no como una ciencia, olvidándose de sus orígenes. En el período, que podemos situar a mediados del siglo XVII, cuando la música se iba transformando lentamente de ciencia en arte —manteniéndose, no obstante, la relación entre ambas durante mucho tiempo—, también la ciencia dio el paso de ser algo puramente teórico a hacerse más práctica y, como consecuencia, a la aparición de una comunidad científica aglutinada en torno a las nuevas sociedades cientíﬁcas como la Royal Society fundada en 1660 o la Real Academia de Ciencias de París fundada en 1666 por Colbert y reorganizada posteriormente 
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confErEnciaS 45
 EExcmo. Sr. Presidente, Excmos. e Ilmos. Sres. Académicos, señoras y señores.
 Antes de dar comienzo a mi discurso, quisiera agradecer al Sr. Presidente y a la Junta de Gobierno de la Academia Malagueña de Ciencias, el haberme honrado con impartir el discurso de apertura del curso 2018–19.
 También quiero agradecer, muy especialmente, al vicepresidente de la Academia, mi buen amigo y compañero de la Facultad de Ciencias, Prof. José Becerra Ratia, la presentación que ha hecho de mi persona.
 Por último, quisiera dar las gracias a todos los integrantes de la “Coral Santa María de la Victoria” por haberse ofrecido a poner el broche musical para finalizar este solemne acto.
 PRÓLOGO
 La música es una ciencia que debería tener unas reglas claramente definidas; estas reglas deberían salir de un principio evidente; y este principio no pude conocerse realmente sin la ayuda de las matemáticas.
 A pesar de toda la experiencia que he adquirido sobre la música por haberme dedicado a ella desde hace mucho tiempo, debo confesar que solamente con la ayuda de las matemáticas mis ideas se clarificaron y la luz reemplazó a cierta oscuridad de la que no había sido consciente.
 Quisiera comenzar mi discurso con una cita de Jean Philippe Rameau, uno de los grandes músicos del barroco francés y al mismo tiempo uno de los teóricos musicales más importantes del siglo XVIII, en la que expresa muy claramente la importancia de las matemáticas a la hora de comprender los fenómenos musicales. Jean Philippe Rameau (1683–1764). Tratado de la armonía reducida a sus principios naturales (1722)”.
 MATEMÁTICAS Y MÚSICAFrancisco Javier Girón González-Torre
 Numerario de la Academia Malagueña de Ciencias. Conferencia impartida en Málaga el 22 de octubre de 2018 con motivo de la
 apertura del curso académico 2018-19
 RELACIÓN ENTRE LAS MATEMÁTICAS Y LA MÚSICA
 La relación entre las matemáticas y la música es un tema muy amplio y complejo que podríamos calificar como de carácter poliédrico, en el sentido de que admite muchas facetas y diferentes puntos de vista, que hacen necesario restringir muchos de los aspectos que ofrece el tema.
 Tradicionalmente, en nuestra cultura occidental, debido a la enorme influencia de Boecio, basada a su vez en la de Pitágoras y Platón, la música estuvo ligada a la aritmética, la astronomía y la geometría, que juntas constituían el quadrivium (Tabla 1), mientras que la gramática, la retórica y la lógica formaban el trivium, hasta bien pasada la Edad Media.
 Tabla 1. Las cuatro ciencias que componen el quadrivium agrupadas en cualitativas y cuantitativas;
 en esta última categoría se encuadra la música.
 Matemáticas
 Cuantitativas Cualitativas
 Aritmética Música Geometría Astronomía
 Hoy, sin embargo, se considera a la música como una de las bellas artes y no como una ciencia, olvidándose de sus orígenes. En el período, que podemos situar a mediados del siglo XVII, cuando la música se iba transformando lentamente de ciencia en arte —manteniéndose, no obstante, la relación entre ambas durante mucho tiempo—, también la ciencia dio el paso de ser algo puramente teórico a hacerse más práctica y, como consecuencia, a la aparición de una comunidad científica aglutinada en torno a las nuevas sociedades científicas como la Royal Society fundada en 1660 o la Real Academia de Ciencias de París fundada en 1666 por Colbert y reorganizada posteriormente
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 por Luis XIV, a las que pronto seguirían muchas más en Europa.
 De este período tan transcendente para ambas disciplinas, que abarca algo más de tres siglos, es del que quiero hablar aquí.
 Vincenzo Galilei, teórico, compositor, tañedor de laúd, cantor y padre de Galileo, fue quien lideró la corriente del revisionismo del pensamiento musical de la monodia retornando al ideal de los antiguos griegos de la unión entre la música y la poesía. El cambio musical de la polifonía (prima pratica) a la monodia con acompañamiento (seconda pratica) que entonces comenzaba, impulsó la experimentación musical acorde con el nuevo e incipiente empirismo científico; y así, durante sus últimos años realizó contribuciones importantes a la teoría de la acústica y se anticipó a varios de los descubrimientos de su hijo acerca de la generación de los sonidos.
 Tuvo el gran acierto de dirigir los pasos de su hijo hacia la experimentación, en lugar de a las matemáticas puras. Así, Galileo, en su obra maestra, publicada en 1638, Diálogos en torno a dos nuevas ciencias, al final de la primera jornada hace hablar a Sagredo y Salviati de música, describiendo experimentos musicales que ponen de manifiesto la idea de caracterizar los intervalos musicales en términos de frecuencias, y ofrece una explicación del por qué unos sonidos son consonantes y otros disonantes, iniciando de este modo el camino que terminaría con las aportaciones fundamentales de Helmholtz en el siglo XIX. Comentando la impresión fisiológica que producen las quintas, Galileo se torna lírico y escribe: … que producen una titilación y un cosquilleo en la membrana del tímpano que, atemperando la dulzura con algunos matices amargos, da al mismo tiempo la impresión de un gentil beso y un mordisco.
 Johannes Kepler, astrónomo, matemático, filósofo y astrólogo, también se interesó por la música. Su obra Harmonices mundi se gestó a partir de 1599 y, tras un período de actividad incesante en astronomía en el que descubrió las dos primeras leyes del movimiento planetario, reanudó su trabajo sobre música en 1618 con el libro V de Harmonices mundi, publicado en Linz el año siguiente. Aunque el cuarto libro lo dedicó a la astrología, en el quinto, Kepler anunciaba de modo triunfalista su teoría de la armonía de las esferas y, al mismo tiempo, la tercera ley de los movimientos planetarios. Aunque
 el libro fue muy criticado tras su publicación, es un producto típico del Renacimiento, época en la que el neoplatonismo, el hermetismo, la cabalística, la alquimia y la magia eran objeto de estudios reconocidos. Al parecer, el joven Newton fue un lector estudioso de la obra musical de Kepler, ya que su único tratado sobre la música muestra signos de familiaridad con aquella.
 Marin Mersenne es conocido: por los matemáticos, sobre todo como el inventor de los llamados números primos de Mersenne, números de la forma 2p—1 donde p es un número primo, que supusieron una aportación decisiva a la futura teoría de números y, por los musicólogos, como el autor de la famosa Armonía universal publicada en el bienio 1636–37, un libro indispensable en la historia de la música, en el que expone, desde una perspectiva científica, sus ideas sobre los aspectos teóricos y prácticos de la música. En esta obra se describen por vez primera las reglas matemáticas que gobiernan el comportamiento de las cuerdas vibrantes y los factores de los que depende el tono que éstas producen al vibrar, como son la longitud, el diámetro, la tensión y la masa de la cuerda; así como la importancia, la existencia y el papel de los armónicos en relación con la nota o tono fundamental. Hizo contribuciones importantísimas a la teoría de la afinación y del temperamento igual mediante una síntesis de los saberes anteriores, y abogó por el uso del temperamento igual para la construcción de ciertos instrumentos musicales.
 Mersenne, en su correspondencia con el filósofo y matemático René Descartes, se planteó un tema que nunca se había tratado anteriormente como es el de saber cuáles son los factores psicológicos que actúan en el oyente a la hora de la comprensión del fenómeno musical, como puedan ser que los sonidos sean agradables o produzcan en el oyente ciertas sensaciones o emociones. En este sentido, Mersenne sostenía que las consonancias eran la base de la composición, mientras que las disonancias tenían una función puramente ornamental. En relación con las reglas para la construcción de melodías recomendaba usar el arte combinatorio —la incipiente teoría matemática, precursora del cálculo de probabilidades, debida originalmente a Cardano y perfeccionada por Pascal y Fermat en su correspondencia de 1654—.
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 La aplicación del arte combinatorio a la música continuó con la obra Musurgia Universalis de Athanasius Kircher publicada en 1650 (Figs. 1, 2). El abigarrado y barroco título completo de la obra reza así:
 Arte universal musical, o el gran arte de la consonancia y disonancia, subdividido en diez libros, por el que la doctrina y filosofía completa de las notas y la teoría y práctica de la música se tratan con la mayor versatilidad. En él se revelan y prueban las maravillosas fuerzas y efectos de la consonancia y la disonancia en el mundo y por consiguiente en toda la naturaleza por una nueva y desconocida muestra de varios ejemplos. Y esto se realiza considerando no solamente las aplicaciones individuales sino casi todas las facultades, especialmente la filología, las matemáticas, la física, la mecánica, la medicina, la política, la metafísica y la teología.
 Este libro recibió grandes elogios por parte de Leibniz en su Disertación sobre el arte combinatorio de 1666, obra en la que él también muestra su interés por el arte combinatorio aplicado a la música, interés que continuó hasta el siglo XVIII con unos escritos no publicados de Euler.
 René Descartes escribió el Compendium musicae, su única obra sobre música, en 1618, mientras estuvo estacionado en Breda con el
 ejército del Príncipe Mauricio de Nassau. Allí trabó amistad con el matemático Isaac Beeckman a quien dedicó la obra. El tratado es muy valioso ya que constituye un primer intento sobre cómo abordar el estudio de la percepción sensorial de la música desde varios puntos de vista, a saber: el empírico, el deductivo y el científico. Se trata de uno de los primeros enfoques encaminados a definir la relación dual entre los fenómenos físicos y psicológicos de la música. Como Newton, nunca más volvió Descartes a tratar de temas musicales, salvo en su abundante correspondencia, sobre todo con Mersenne y con el humanista y científico Constantijn Huygens, padre del famoso matemático, astrónomo y físico Christiaan.
 Christiaan Huygens perteneció al selecto club de los filósofos naturales del siglo XVII que sentaron las bases de la ciencia moderna. Fue nombrado miembro de la Royal Society de Londres en 1663 y presidente de la Academia de Ciencias de Paris por Luis XIV en 1666. Sus aportaciones a la música, recogidas en sus
 Figura 1. Athanasius Kircher (1602–1680).
 Figura 2. Portada de Musurgia Universalis (1650).
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 dos obras Novus cyclus harmonicus de 1661 y Cosmotheros, muestran el interés de Huygens no solamente por los aspectos teóricos de la música sino también por los prácticos. Su interés en el problema de las commas —pequeñas divisiones de los semitonos apenas discernibles por el oído— y de los temperamentos mesotónicos, le llevó a resolver con éxito el problema matemático de la división de la octava en 31 partes iguales. Este resultado teórico se tradujo, además, en la puesta en práctica de esta afinación, como demostró Addrian Fokker en 1950, al construir un órgano dotado de un teclado especial también construido a propósito con esta afinación.
 La aportación de Gottfried Wilhelm Leibniz a la historia y teoría de la música aún no está aclarada del todo. Su Disertación sobre el arte combinatorio es una obra temprana, parte de su tesis doctoral, publicada en 1666, antes de que se interesase por las matemáticas. Las dos cartas que escribiera a Christoph Goldbach en 1712 demuestran un conocimiento profundo de las bases teóricas de la música. En la primera, define la música como el ejercicio aritmético oculto de una mente que ignora que está calculando. En la segunda, que trata del problema del temperamento musical, analiza su relación con el sistema desarrollado por Christiaan Huygens.
 Como resultado del pensamiento humanista imperante en su época, se le atribuye el haber rescatado, como lo había hecho Kepler con anterioridad, la antigua idea de la armonía del universo o armonía de las esferas de la escuela pitagórica y aceptada por la teología medieval, a pesar de la oposición de muchos pensadores de la época.
 Con anterioridad, solamente Kepler se interesó por esta idea desde una perspectiva científica en su Harmonices mundi libri de 1619, deduciendo las proporciones interválicas de las órbitas de los planetas. Leibniz, gran admirador de Kepler, expresó ideas similares ya que la armonía es una idea central de su filosofía, especialmente de su armonía preestablecida.
 En España, no podemos olvidar la temprana defensa del temperamento igual, que hiciera el gran Francisco de Salinas, a quien fray Luis de León, compañero suyo en la Universidad de Salamanca, dedicaría su célebre oda, uno de los monumentos de la literatura española (Fig. 3).
 Su obra principal es De musica libri septem, de la que los cuatro primeros libros tratan de la
 acústica. Su obra tuvo influencia en la aceptación del temperamento igual en instrumentos de cuerda con trastes, aunque también propuso otras divisiones de la octava en 16 y 25 notas, e incluso en Salamanca se hizo construir un instrumento especial de 19 teclas por octava, según nos narra Vicente Espinel. Los tres últimos libros se basan en la obra de San Agustín De musica.
 En el segundo capítulo del libro 1, De musica, aparece la famosa definición de la música, a la que llama la ciencia del buen medir (bene modulandi scientia), que en los sonidos musicales es la medida del tiempo y de los intervalos. Para estar bien medidos los movimientos deben estar en proporciones armónicas y la verdadera ciencia de la música se fundamenta en conocer las razones matemáticas que rigen o gobiernan el arte musical.
 ODA A FRANCISCO DE SALINAS (1557)
 El aire se serenay viste de hermosura y luz no usada,
 Figura 3. Francisco de Salinas (1513-1560).
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 Salinas, cuando suenala música extremada,por vuestra sabia mano gobernada.
 A cuyo son divinoel alma, que en olvido está sumida,torna a cobrar el tinoy memoria perdidade su origen primera esclarecida.
 Y como se conoce,En suerte y pensamientos se mejora;el oro desconoce,que el vulgo vil adora,la belleza caduca, engañadora.
 Traspasa el aire todohasta llegar a la más alta esfera,y oye allí otro modode no perecederamúsica, que es la fuente y la primera.
 Ve cómo el gran maestro,aquesta inmensa cítara aplicado,con movimiento diestroproduce el son sagrado,con que este eterno templo es sustentado.
 Y como está compuestade números concordes, luego envíaconsonante respuesta;y entrambas a porfíase mezcla una dulcísima armonía.
 Aquí la alma navegapor un mar de dulzura, y finalmenteen él ansí se anegaque ningún accidenteestraño y peregrino oye o siente.
 ¡Oh, desmayo dichoso!¡Oh, muerte que das vida! ¡Oh, dulce olvido!¡Durase en tu reposo,sin ser restituidojamás a aqueste bajo y vil sentido!
 A este bien os llamo,gloria del apolíneo sacro coro,amigos a quien amosobre todo tesoro;que todo lo visible es triste lloro.
 ¡Oh, suene de continuo,Salinas, vuestro son en mis oídos,por quien al bien divinodespiertan los sentidosquedando a lo demás adormecidos.
 Fray Luis de León (1527-1591)
 También, debemos recordar que en fechas similares a las de la publicación de las obras de Huygens, el matemático español Juan Caramuel y el también matemático y astrónomo José Zaragoza fueron de los primeros, al igual que Newton, en utilizar los logaritmos para calcular los intervalos musicales en la división de la octava en semitonos iguales.
 Leonard Euler contribuyó más que ninguna otra persona —matemático o no— a la teoría de la acústica tal como hoy la conocemos que, no lo olvidemos, fue uno de sus temas favoritos. Cuando contaba 19 años escribió la obra Disertaciones sobre la teoría del sonido. La lectura de los cuadernos de notas de esa época muestra que planeaba escribir un tratado sobre todos los aspectos de la música que incluyera las formas, la composición, así como la acústica y la armonía. Lo único que conocemos de este proyecto es su Esbozo de una nueva teoría de la música escrito en 1731, en la que presenta una teoría de la consonancia basada en leyes matemáticas, tomando como punto de partida las ideas de los antiguos griegos. En esta obra también incluyó el sistema más completo de escalas y modos musicales que nunca se haya publicado, así como una teoría de la modulación. La acústica le debe a Euler el haber formulado muchos de los problemas fundamentales de ésta como soluciones de ecuaciones en derivadas parciales —ecuaciones de ondas, como se las conoce hoy— tal y como se estudia actualmente esta disciplina.
 La saga de los Bernoulli es sin duda la más renombrada en la historia de las matemáticas, que ha perdurado —que yo sepa— hasta el siglo XX. Al menos se contabilizan doce miembros de la saga dedicados a las matemáticas de los que cinco publicaron trabajos sobre el cálculo de probabilidades y la estadística. La saga comienza en 1655 con Jacobo Bernoulli. De su relación con la música solamente tenemos constancia de que Daniel Bernoulli (1700-1782), uno de los grandes matemáticos de todos los tiempos, hijo de Juan y sobrino de Jacobo, realizó contribuciones de importancia en la acústica con las herramientas matemáticas de su época desarrolladas por él.
 En el siglo XIX se desarrollaron muchas de sus ideas haciendo uso del análisis armónico de Fourier. Como era lógico de esperar, uno de sus descendientes, Eduardo Bernoulli (1867–1927), musicólogo, tuvo predilección por los aspectos

Page 6
                        

50 bolEtín dE la acadEmia malaguEña dE ciEnciaS, 21
 matemáticos de la música; en particular, por los escritos musicales de Leonardo Euler del que editó su Esbozo de una nueva teoría de la música en 1926 como parte de la monumental edición de los trabajos de Euler.
 Algo similar ocurrió con la saga de los Bach en la música. Desde su origen en el siglo XVI hasta principios de XIX se han contabilizado nada menos que 85 músicos.
 Si dejamos aparte la monumental e histórica biografía de Philipp Spitta, en la reciente —y para muchos, definitiva— biografía de Christoph Wolff Juan Sebastián Bach: El músico sabio, y a diferencia de otras biografías del músico que no tratan este tema, se estudia con cierto detalle el paralelismo existente entre Isaac Newton y Juan Sebastián Bach que, al parecer, debe su origen a un comentario de Johann Friedrich Agricola escrito en agosto de 1750, apenas unos días tras la muerte de Bach, suscitado por la controversia entre éste y Filippo Finazzi —cantante de la ópera de Hamburgo— sobre el intrincado arte musical de Bach.
 Pero aun asumiendo que las armonías [las estructuras musicales] de este gran hombre sean tan complejas que no siempre consigan el resultado previsto, éstas, no obstante, sirven al deleite del genuino conocedor. No toda persona instruida es capaz de entender a Newton, pero quienes han avanzado con suficiente profundidad en la ciencia pueden entenderlo y encontrar enorme gratificación y beneficios reales leyendo su obra.
 Lo que Newton fue como filósofo [natural], lo fue Bach como músico. En otras palabras, así
 como Newton trajo cambios fundamentales y estableció nuevos principios en el mundo de la ciencia, Bach hizo lo mismo en el mundo de la música. Curiosamente, Newton nunca publicó sus investigaciones sobre la teoría de la música y, aunque su breve tratado titulado Of music circuló entre un reducido círculo de amistades, sus contribuciones más importantes sobre la música han permanecido desconocidas hasta hace relativamente poco tiempo. Newton comenzó a interesarse por la música en 1665, cuando contaba 23 años, justo en su etapa más fructífera como científico y matemático. Al parecer, en esa época, también se interesó por aprender a tocar el bajo de viola, lo que no debe extrañarnos, ya que todavía estaban de moda los famosos Consorcios de Violas ingleses (Fig. 4).
 No sabemos por qué no profundizó más en sus estudios sobre la teoría y práctica de la música. Sí podemos deducir, del documento que se ha encontrado —un cuaderno de 17 páginas repletas de cálculos y tablas—, que se familiarizó con la teoría musical de la época griega y en particular con las teorías de Pitágoras y Aristóxeno, por lo que adoptó los métodos de cálculo de los griegos basados en longitudes de cuerda y medias proporcionales. Sin embargo, fue uno de los primeros en usar los logaritmos en estos cálculos y el primero en expresar las magnitudes de los intervalos musicales en notación logarítmica, tomando como unidad el semitono, abriendo el camino para lo que más tarde se denominaría el temperamento igual. Y todo esto lo hizo cien años antes de que Johann Heinrich Lambert se atribuyese la invención de este método.
 Figura 4. Isaac Newton (1643–1727) y los Viola Consorts.
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 Newton no volvió a interesarse más por la música y, en los últimos años de su vida, retornó al ideal pitagórico de que lo más excelso en el arte y en la naturaleza debería estar conforme con las simples proporciones de la escala pitagórica.
 La música de Bach (Fig. 5) estableció nuevos criterios de composición y nuevos cánones de perfección técnica. Después de Bach, la música no volvió a ser como antes. Se había producido un cambio de paradigma y fue imponiéndose gradualmente en un proceso comparable con lo ocurrido en el terreno de la filosofía natural como resultado de la obra de Newton. Ambos alcanzaron cimas de tipo muy diferente, pero ambos vivieron, pensaron y trabajaron en el mismo clima intelectual del descubrimiento científico y de la experimentación empírica de los principios fundamentales de sus ramas del saber.
 Para Bach, formado en el pensamiento del siglo XVII, la idea de que la música
 constituye una rama de las artes liberales —del quadrivium—, era aún tan válida como lo había sido para Kepler, promotor de la opinión de que la música refleja la armonía del universo. La música, así, con este tradicional refuerzo de la matemática, ofrecía un campo de operaciones especialmente rico a un compositor cada vez más contagiado por la curiosidad científica, completamente desentendido de los secos ejercicios de artesanía [musical], pero comprometido a fondo en avanzar hacia la música verdadera, definida por Bach como una música cuyo objetivo primordial y última meta […] es honrar a Dios y recrear su espíritu.
 Lorenz Mizler —médico y matemático—, discípulo de Bach, fue una figura importante de la historia de la música germana del siglo XVIII. A pesar de que fuera un compositor amateur, su amplitud de conocimientos sobre música, matemáticas, filosofía, teología, derecho y ciencias naturales le llevó al convencimiento de que era necesario establecer una ciencia musical basada en las matemáticas y la filosofía. En 1738 creó la Academia de Ciencias Musicales, que contaba con 20 miembros, todos correspondientes, entre los que figuraban, además de Bach que ocupaba el puesto decimocuarto, lo más granado de la música de la época como Telemann, Händel, Graun y en el lugar vigésimo, Leopoldo Mozart, quien al parecer rehusó la invitación a ser miembro de la Sociedad. Su objetivo era hacer circular por correo entre los académicos artículos teóricos sobre diversos aspectos de la ciencia musical a fin de promover y estimular ésta con las discusiones y comentarios que aquellos artículos produjeran. Bach, que ingresó en la Academia en 1747, envió tres trabajos.
 Los dos primeros, en 1747, eran un Canon triple a seis voces, obra que puede verse en el retrato pintado por Haussmann en 1746, y una copia de La Ofrenda Musical (Figs. 6, 7). Posteriormente, Bach remitió las Variaciones canónicas sobre el tema Vom Himmel hoch. Según Mizler, Bach habría hecho mucho más por la
 Figura 5. Retrato de Johann Sebastian Bach (1685–1750) por Elias Gottlob Haussmann (1746).
 Figura 6. Tema regio de la Ofrenda musical.
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 Academia si la brevedad del tiempo antes de su muerte no se lo hubiera impedido. Al parecer, Bach tenía pensamiento de enviar la obra El Arte de la Fuga cuando la tuviera definitivamente terminada.
 En la numerología relativa a Juan Sebastian Bach, el número 14 se asocia a su apellido de la siguiente manera: Asignando números naturales a las letras del abecedario por su orden lexicográfico, se tiene que A = 1; B = 2; C = 3 y H = 8, con lo que resulta que el número asociado al apellido BACH es el 14, ya que B+A+C+H = 2+1+3+8 = 14. También, en obras de la envergadura musical de las Variaciones Goldberg y la Misa en si menor se pueden encontrar indicios y pruebas de la existencia de ciertos aspectos numerológicos, a los que tan aficionado era Bach.
 El Arte de la Fuga consta de 14 fugas, que curiosamente Bach denomina con el nombre de contrapunctus, y 4 cánones. La última fuga, que acaba de forma brusca al estar incompleta, es una impresionante y prodigiosa fuga cuádruple. En apariencia, El Arte de la Fuga da la impresión de ser un mero ejercicio de erudición musical sobre cómo se puede desarrollar un único tema, en este caso un simple tema de cuatro compases, en una única tonalidad —re menor— lo que, a priori, parecería presagiar una música plana, monótona y enormemente aburrida.
 No solamente consta El Arte de la Fuga de 14 fugas, sino que, además, en la fuga inconclusa —la decimocuarta—, aparece la firma musical de Bach. En la notación musical alemana, las notas correspondientes a las letras del apellido Bach son: B que representa el si bemol, A el la natural, C el do natural y H el si natural. El tercer tema de
 la fuga decimocuarta, que aparece precisamente al final de la misma, está basado en el apellido musical de Bach. También, en el final del ricercar a 6 de La Ofrenda Musical, Bach deja deslizar su firma musical dentro del tejido sonoro de esta admirable fuga a seis voces.
 En estas dos obras, Bach aplica todo su saber y su genio, sometiendo el tema a toda suerte de artificios contrapuntísticos como la inversión, la disminución, la aumentación, los efectos especulares, los movimientos retrógrados, y combinaciones de estos, que —recordemos— son simples transformaciones matemáticas aplicadas al tema principal, para obtener una de las cumbres musicales de todos los tiempos; una obra tan perfecta y hermosa que toca los resortes más recónditos del corazón y de la mente cuando se estudia o —simplemente— se escucha. En mi caso, y probablemente por mi (de)formación matemática, la audición activa y reiterada de esta obra, de apariencia tan abstracta, es una de las experiencias intelectuales y emocionales mayores que la música me haya proporcionado.
 Federico el Grande de Prusia atrajo a la corte de Sanssouci —en Potsdam— a celebridades de la época como los filósofos Voltaire y La Mettrie, y matemáticos como Euler, quien pasó allí veinticinco años. Juan Sebastián Bach, por invitación real, realizó una breve visita a la corte en mayo de 1747, con el pretexto de mostrar al Rey sus habilidades como improvisador y para examinar y probar la colección de pianofortes —instrumento inventado algunos años antes por el italiano Cristofori—, encargados por el Rey al famoso constructor de órganos Gottfried Silbermann.
 Cuenta la crónica que el Rey quedó entusiasmado y admirado por la forma en que Bach improvisó, sin preparación alguna, una fuga a tres voces sobre el tema que Su Majestad le dio y que, desde entonces, se conoce como tema regio: ocho compases en la tonalidad de do menor de un tema bastante complejo, de ritmo irregular y muy cromático, que posteriormente constituyó el germen de la Ofrenda musical. Toda la obra está basada en el tema regio a excepción de uno de los movimientos de la sonata a trio para flauta, violín y continuo que se encuentra entre los ricercares —como Bach denomina a las fugas de esta obra— y los cánones.
 El canon per tonos lleva la siguiente indicación dirigida al monarca: y que con cada
 Figura 7. Detalle del Canon triplex a sei voci, del retrato de J. S. Bach de E. G. Haussmann (1746).
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 modulación ascendente se eleve la gloria del Rey. Lo más sorprendente del canon, y el que explica la dedicatoria, es que en cada reiteración el canon termina un tono más agudo de como empieza y así los ejecutantes se ven obligados a seguir transportando un tono en cada repetición hasta terminar en la misma tonalidad como se empezó, pero una octava más alta (Fig. 8).
 Esta idea de retorno infinito, de volver al punto de partida de este canon de La Ofrenda Musical es precisamente con la que Douglas Hofstadter comienza su famoso libro titulado Gödel, Escher, Bach: un Eterno y Grácil Bucle e introduce la idea del bucle extraño a través de su relación con las enigmáticas y sorprendentes obras pictóricas de Maurits Cornelis Escher (Fig. 9) y con el famoso teorema de Kurt Gödel
 sobre las proposiciones formalmente indecidibles de los “Principia Mathematica” de Russell y Whitehead, publicado en 1931, que socavó no solo los cimientos de la matemática del siglo XX sino de la ciencia, al igual que ocurrió con otras revoluciones de principios del siglo pasado como la teoría de la relatividad y la mecánica cuántica.
 Un caso particularmente curioso de la relación entre música y matemáticas es el de Joseph-Louis Lagrange. Con motivo de su fallecimiento en 1813, Jean-Baptiste-Joseph Delambre, a la sazón secretario perpetuo de la Sección de Exactas del Instituto de Francia, siguiendo la tradición de la Academia de Ciencias, no tanto de glosar los logros científicos de un académico sino de dar una semblanza de lo que debería ser un gran científico, comentaba, no exento de cierta malicia, una confidencia que le había hecho el mismo Lagrange referida a sus gustos musicales: Me gusta la música porque me permite estar solo; escucho los tres primeros compases y, a continuación, ya no oigo nada del cuarto. Es entonces cuando me entrego a mis propias reflexiones; nada interrumpe mi pensamiento. Y ésta es la manera en la que resuelvo más de un problema difícil.
 De esta manera Lagrange justificaba lo que muchas veces se ha dicho de los matemáticos —y todavía se sigue diciendo—: que prefieren su música a la de otros. Por eso, no es de extrañar que, en cierta ocasión, en un salón dieciochesco, una de las glorias de estos salones, el matemático y protector de Lagrange, Jean le
 Figura 8. Canon cangrejo de la Ofrenda musical de J. S. Bach, sobre una banda de Moebius.
 Figura 9. Subiendo y bajando (1960) y canon cangrejo (1965) de M. C. Escher.
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 Rond d’Alembert maliciosamente se quejó de Lagrange a Voltaire diciéndole: Es una persona muy aburrida, pero ¡qué gran geómetra!
 Sin embargo, la realidad fue otra ya que Lagrange estuvo muy interesado por la teoría de los instrumentos de viento desde su juventud e incluso llegó a escribir una breve historia del papel que las matemáticas habían tenido en la música. Sus Investigaciones sobre la naturaleza y propagación del sonido de 1759 son una extensión de un trabajo previo de Euler sobre acústica. Al parecer, Lagrange era el único matemático de su tiempo capaz de asimilar inmediatamente los descubrimientos y métodos de Euler, de modo que podía generalizar y extender sus resultados.
 Ya que ha aparecido d’Alembert en escena, recordemos que no solamente fue filósofo, hombre de letras y matemático —impulsor y creador, junto con Voltaire, de la famosa Enciclopedie que comenzó a publicarse en 1751— sino que, además, realizó contribuciones muy importantes a la música.
 Aunque es más conocido por su participación en la génesis y los comienzos de la Enciclopedia, no podemos olvidar que fue un famoso matemático, nombrado miembro de la Academia de Ciencias de París con solo 23 años y de la Academia francesa en 1772, de la que fue secretario perpetuo, y autor del Traité de dynamique obra de la mayor importancia en este campo, en la que aparece el famoso principio de d’Alembert, como posteriormente se llamó a su descubrimiento. Más adelante, desarrolló la teoría de las ecuaciones en derivadas parciales
 que aplicó al problema musical de la cuerda vibrante en 1747, formalizó el cálculo integral, y encontró la explicación al fenómeno de la precesión de los equinocios y de la nutación del eje terrestre, entre otros logros.
 En relación con la música, recordemos que, aparte de los más de 30 artículos de la Enciclopedie sobre temas y conceptos musicales, su obra Elèments de musique thèorique et pratique suivant les principes de Monsieur Rameau fue considerada como un libro fuera de lo común, cuyo contenido estuvo vigente durante más de 50 años tras su publicación. Su ensayo De la libertè de la musique también ejerció mucha influencia en su tiempo. Sin embargo, aunque las ideas musicales de d’Alembert estaban muy marcadas por el racionalismo del siglo XVIII, en sus Réflexions sur la musique en général afirma que la música es un lenguaje hecho para producir sentimientos en el alma. Del mismo modo, en el celebérrimo discurso preliminar de la Enciclopedia, se lee que la música es el arte de la imitación y que la música que no describe ni dibuja la naturaleza es solamente ruido.
 LA ESTADÍSTICA Y LA MÚSICA
 Como ejemplo tardío de la aplicación del arte combinatorio, en 1793, diez años después de la muerte de Euler y dos tras la muerte de Mozart, Johannes Hummel, padre del famoso pianista y compositor Juan Nepomuceno y amigo de los Mozart, publicó una obra de título Juego de dados musical: Instrucciones para componer valses con dos dados, sin saber música ni conocer
 Primeros compases Segundos compases
 I II III IV V VI VII VIII I II III IV V VI VII VIII
 2 96 22 141 163 105 122 11 30 2 70 121 26 9 112 49 109 14
 3 32 6 128 27 146 46 134 81 3 117 39 126 56 174 18 116 83
 4 69 95 158 171 153 55 110 24 4 66 139 15 132 73 58 145 79
 5 40 17 113 114 161 2 159 100 5 90 176 7 34 67 160 52 170
 6 148 74 163 42 80 97 36 107 6 25 143 64 125 76 136 1 93
 7 104 157 27 165 154 68 118 91 7 138 71 150 29 101 162 23 151
 8 152 60 171 10 99 133 21 127 8 16 155 57 175 43 168 89 172
 9 119 84 114 163 140 86 169 94 9 120 88 48 166 51 115 72 111
 10 98 142 42 27 75 129 62 123 10 65 77 19 82 137 38 149 8
 11 3 87 165 171 135 47 147 33 11 102 4 31 164 144 59 173 78
 12 54 130 10 114 28 37 106 5 12 35 20 108 92 12 124 44 131
 Tabla 2. Disposición de los compases en dos matrices.
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 las reglas de la composición musical, cuya autoría atribuía a Wolfgang Amadeus Mozart.
 Al parecer, es bastante probable que fuese el propio Mozart quién compusiera el juego en 1787. De hecho, aparece como un apéndice en el catálogo de Köchel de sus obras, como K 294d.
 El juego consiste en componer un vals bipartito de ocho o dieciséis compases. Cada compás de cada una de las dos partes se elige, de un total de 176 compases, según sea el valor de la suma de los puntos que resulta de lanzar dos dados y, el proceso se vuelve a repetir.
 La Tabla 2 ilustra la disposición de los compases dentro de cada matriz. La elección del compás m-simo —que aparece en números romanos en las matrices—, para cada uno de los m = 1, … 8 lanzamientos, se realiza eligiendo simultáneamente el elemento anm de cada matriz, donde n representa la suma de los puntos resultante del lanzamiento de los dados.
 El número total de valses distintos que se pueden obtener es, a lo sumo, 1114 = 379 749 833 583 241 ≈ 3.7975 x 1014.
 No podemos estar seguros de sí Mozart era consciente de que la distribución de la suma de los puntos resultante de lanzar dos dados, no es uniforme sino triangular, con lo que algunos de los
 valses que resultan del juego musical son mucho más probables que otros. Así, por ejemplo, es 6 veces más probable elegir un compás de la fila n = 7 que de las filas n = 2 o n = 12.
 Obsérvese que los dados sustituyen el carácter subjetivo de la elección de un cierto compás, aunque evidentemente, el vals también podría componerse sin ayuda de los dados (Fig. 10) mediante una determinada elección subjetiva.
 A partir de la segunda mitad del siglo XVIII apareció un nuevo tipo de músico, el músico-artista, cuyas composiciones musicales en absoluto tenían que ver con las matemáticas ni, por supuesto, dependían de éstas. Es en este período cuando asistimos al comienzo del divorcio entre las matemáticas y la música, empezando por la decadencia y, posteriormente, la total desaparición del arte combinatorio en las composiciones musicales hasta bien entrado el siglo XX, cuando reapareció de nuevo. A las composiciones mecánicas de Kircher se las consideraba como anticuada álgebra sonora.
 Kircher, siempre fascinado por todos los aspectos de la mecánica, creó una máquina de composición musical que denominó arca musarithmica, que permitía la composición
 Figura 10. Distribución triangular de la suma de puntos al lanzar dos dados al azar.
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 automática de música. Sin embargo, éstas recuerdan ciertas composiciones de John Cage y de otros compositores del siglo XX que tratan de eliminar toda influencia subjetiva en la composición musical.
 La música serial de la escuela de Viena apunta hacia la búsqueda de una novedad radical que rechaza la herencia posromántica y, de nuevo, su sintaxis vuelve a ser de naturaleza combinatoria. También, la denominada música estocástica o aleatoria del siglo XX demanda el control estadístico de los parámetros musicales de los modelos matemáticos en los que se basa. El caso más conocido es, sin duda, el de Xenakis, que aplicó durante muchos años modelos estadísticos muy conocidos, como el de Poisson, y la teoría de los procesos de Markov en sus composiciones.
 El poeta francés Paul Valéry resumió el conflicto entre objetividad y subjetividad de la creación artística en general, y de la musical en particular, de esta manera tan clara: El secreto de la elección no es de menor importancia que el secreto de la invención.
 Para finalizar mi intervención, quiero hablar, de forma muy sucinta, de lo que, actualmente, el cálculo de probabilidades y la estadística pueden contribuir a la música —concretamente a la musicología—, planteando la siguiente cuestión:
 ¿Se puede describir o, al menos, explicar, aunque sea de modo parcial, la música en términos cuantitativos? Recordemos que Leibniz llamaba sucintamente a la música la aritmética del alma. Es una afirmación filosófica de muy profundo calado, pero difícil de formular de modo preciso.
 La diferencia entre música y ruido estriba en la organización o estructura interna de los sonidos que escuchamos. Además, la música está relacionada con la percepción, las emociones y la fisiología del oído, por lo que el estudio científico del fenómeno musical trasciende el ámbito de la física y las matemáticas, lo que hace necesario, para su mejor entendimiento, combinar un número de ciencias diversas —además de la física y las matemáticas— como la psicología, la fisiología, la historia, la estadística, las ciencias de la computación, la semiótica y, por supuesto, la musicología.
 Los músicos son capaces de oír la música mirando a la partitura —recuérdese el caso
 de Beethoven, aquejado de sordera total en sus últimos años— y reconocer su estructura interna. Sin embargo, la audiencia puede o no reconocer o emocionarse con dicha estructura, independientemente de las intenciones del compositor, ya que la estructura de la música, por si sola, no nos da pistas para su comprensión. De aquí se sigue que cualquier aproximación al fenómeno musical es, necesariamente, incompleta. No obstante, el poder cuantificar de alguna forma los datos aportados por la música, podría ayudarnos a desentrañar parte de esa estructura subyacente.
 Todo lo anterior, a lo que habría que añadir la ausencia o falta de datos, ha impedido, hasta hace poco, el desarrollo de métodos cuantitativos en la musicología, aunque esta situación ha cambiado enormemente en los últimos veinte años. Entre todas las disciplinas que hemos mencionado, la estadística está llamada a jugar un papel importante en la musicología por las razones siguientes:
 1. La estadística permite descubrir la estructura subyacente de grandes conjuntos de datos. Actualmente, gracias al llamado ”Big Data”, es posible analizar estas bases de datos y extraer conclusiones relevantes de los fenómenos musicales que esos datos generan.
 2. Los métodos estadísticos actuales, como la minería de datos, el aprendizaje automático, las redes neuronales y otras tecnologías actuales, permiten analizar todo tipo de datos, no solamente los cuantitativos, por lo que constituyen una herramienta interdisciplinar ideal para unificar las distintas disciplinas científicas que se ven involucradas en los fenómenos musicales.
 3. Las bases de datos que resultan de los fenómenos musicales son muy grandes y complejas, y por consiguiente inútiles, a no ser que se tengan herramientas útiles para extraer de ellas sus elementos esenciales. En la actualidad tenemos las herramientas adecuadas como acabamos de señalar.
 Entre las aplicaciones recientes de la estadística a la musicología mencionamos, entre otras, la comparación de interpretaciones de una misma obra por distintos intérpretes —aunque nunca se podrá decir cuál es la mejor, al no haber una regla de oro para medir la bondad de ésta—; el caracterizar estilos de composición musical de diversas épocas o, dentro de la misma época,
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 de diversos compositores; la caracterización del estilo musical de un autor; y el poder atribuir la autoría de una obra musical de autor incierto a un determinado músico.
 Llegados al punto de dar fin a mi discurso, y con el fin de aligerar los aspectos más serios del tema, quisiera terminar mi intervención —si se me permite— con una pequeña travesura estadística-musical, en forma de una adivinanza o acertijo.
 En la Tabla 3 se observa que la primera columna contiene el nombre de cuatro países europeos más un quinto —Turquía—, candidato a ingresar en la Unión Europea a medio o largo plazo; mientras que en la segunda columna aparecen los valores de una cierta variable estadística que se han extraído de una obra musical cuya fuente no desvelo.
 Países ¿?
 Italia 640Alemania 231
 Francia 100Turquía 91España 1003
 Dejando en suspenso la incertidumbre sobre el origen de estos datos que —no lo olvidemos—, es de lo que realmente trata la estadística: de eliminarla o, al menos, reducirla, quiero darles las gracias por su atención.
 Tabla 3. Países y frecuencias absolutas de una cierta variable estadística.
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