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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Logicka svojstva i odnosi
 Berislav Zarnic
 Sveuciliste u Splitu
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Plan izlaganja 1Logicki dio
 Predteorijsko razumijevanje logickih svojstava i odnosa.
 Teorijske eksplikacije odbaranih logickih svojstava i odnosa uteorijskom okviru iskazne logike i logike prvog reda.
 Svojstva.
 Zadovoljivost i konzistentnost.
 Odnosi.
 Slijed i dokazivost. Protuslovlje. Istovrijednost. Neovisnost. Itd.
 Njihova povezanost.
 Dokaz i nekonzistentnost. Slijed i nezadovoljivost.
 Meduodnos semantickih i sintaktickih eksplikacija.
 Pouzdanost.Potpunost.
 Postupci ispitivanja logickih svojstava i odnosa u iskaznoj logici ilogici prvog reda.
 Poseban osvrt na pitanje valjanosti zakljucka.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Plan izlaganja 2Didakticki dio
 Poucavanje logike i stupnjevi logickog znanja.
 Problemski pristup poucavanju logike.
 Primjeri zadataka o logickim svojstvima i odnosima.
 O mogucnostima razlicitih nacina koristenja istim zadatakom.
 Primjedba
 Ovo se izlaganje se najvecim dijelom temelji na:
 S. Kovac, B. Zarnic.Logicka pitanja i postupci.KruZak, 2008.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Logika kao jezicna sposobnost
 Govornik obicnog jezika ”zna kako” koristiti se rijecima.
 Izmedu ostalog zna kako koristiti se izrazima poput:
 ’prema tome’,’dakle’, ’iz toga slijedi da’,...’. . . znaci isto sto i . . . ’’. . . protuslovi . . . ’. . .
 Ispravnost koristenja spomenutim izrazima ovisi o prepoznavanju
 odnosa znacenja.
 Prepoznavanje odnosa znacenja jest predteorijsko znanje logike, ili,radije, logika.
 To je znanje (bolje, sposobnost) nesavrseno znanje, kao i druga nasaznanja.Piagetova istrazivanja pokazala su da je rijec o znanju koje se razvijatijekom intelektualnoga razvoja.Rijec je o sposobnosti koja se moze usavrsavati. Buduci da je tasposobnost eticki vrijedna, u odgoju smo duzni skrbiti o njezinomunaprjedenju. Ta skrb za unaprjedenje ispravnosti, moci i otvorenostimisljenja ne pripada pojedinom nastavnom predmetu, nego svima.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Usporedimo!
 U donjim primjerima: (i) poznavanje logike prava, (ii)(ne)poznavanje logike imperativa (zasto ne vrijedi A! ⇒ A! ∨ B !).
 Primjer
 (i/DA) ”Slobodni ste iskazivati svoje stavove. Prema tome, nitko Vas nesmije sprijeciti u tome.”(ii/NE) ”Posalji pismo! Prema tome, posalji pismo ili ga spali!”
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Prepoznavanje logickih odnosa i obrazovanje
 Cesto se govori o ”razumijevanju” teksta i kaze se za nekoga darazumije tekst ako moze odgovoriti na pitanja koja se odnose natekst (”pitanja tumacenja”).
 Problem
 Neka Γ oznacava skup recenica u nekom tekstu.Neka pitanje o Γ glasiJe li slucaj da p?Kada su odgovori DA ili NE tocni?Je li moguce da ni DA ni NE ne budu tocni?Obrazlozite!Analizirajte oblik pitanja:Tko (sto) ispunjava uvjet p?
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Teorijska eksplikacija
 Citat
 Zadaca eksplikacije lezi u tome da se pojam koji neegzaktan u nekojmjeri, transformira u egzaktan pojam, a ne u tome da drugi zamjeni prvi.R. Carnap (1950) Logical Foundations of Probability
 Logicka teorija (bolje, logicke teorije) treba usavrsiti predteorijskepojmove o logickim svojstvima i odnosima (konzistentnost, slijed,protuslovlje, istovrijednost,...).
 Elementarna logika usavrsava predteorijsko razumijevanje onihodnosa znacenja koji ovise o znacenju (istinitosnofunkcionalnih)veznika (iskazna logika) i onih odnosa znacenja koji, pored ovisnostio znacenju vezika, ovise i o znacenju kvantifikatora i predikataidentiteta (logika prvog reda).Druge logike usavrsavaju predteorijsko razumijevanje onih odnosaznacenja koji ovise o znacenju drugih rijeci, o recenicnicnom modusu(poput deonticke logike, logike imperativa, logike cina itd.).
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Eksplikacije logickih svojstava i odnosaDva pojma za ”dio” jednoga
 Rasvjetljavanje znacenja logika ostvaruje na dva nacina: nasintakticki nacin unutar teorije dokaza, i na semanticki nacin unutarteorije modela.
 Zbog toga se pojmovi o logickim odnosima i svojstvimaudvostrucuju.
 Primjer
 Pitanje ‘znace li recenice p i q isto’ ili, iskazano pomocu naziva koji jemalo blizi teorijskomu, ‘jesu li p i q istovrijedne recenice’ udvostrucuje seu logici u dva pitanja, u sintakticko, ‘dokazuje li p recenicu q i obratno’, iu semanticko, ‘je li p istinito uvijek kada je istinito q i obratno’.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Eksplikacije logickih svojstava i odnosaCetri pojma umjesto ”dijela” jednoga
 Logika na pitanja o javljanju odredenih svojstava i odnosa medurecenicam odgovara u okviru nekoga teorijskoga sustava, kao sto jeiskazna logika ili kao sto je logika prvoga reda, pa se nasaudvostrucena pitanja udvostrucuju jos jednom.
 Primjer
 Nastavljajuci prethodni primjer, dobivamo sljedece pojmove:sintakticka istovrijednost u iskaznoj logici,sintakticka istovrijednost u logici prvoga reda,semanticka istovrijednost pod istinitosnim vrjednovanjem,semanticka istovrijednost s obzirom na modele prvoga reda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Sto nam je potrebno za eksplikaciju predteorijskih
 pojmova?
 Za sintakticku eksplikaciju: deduktivni sustav.
 Sustav naravne dedukcije.Aksiomatski sustav....
 Za semanticku eksplikaciju: (formalno)semanticki sustav.
 Dodjeljivanje istinitosnih vrijednosti recenicama (vrjednovanje).Tumacenje individualnih konstanti i predikata (model prvog reda).[Strukture sacinjene od prethodnih]...
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Sustav naravne dedukcijeIz: S. Kovac, B. Zarnic (2008) Logicka pitanja i postupci, str. 27
 Uvodenje (u) Iskljucenje (i)
 ∧ Γ ⊢ p, q ⇒ Γ ⊢ p ∧ q Γ ⊢ p ∧ q ⇒ Γ ⊢ p i Γ ⊢ q∨ Γ ⊢ p (ili q) ⇒ Γ ⊢ p ∨ q Γ ⊢ p ∨ q, Γ, p ⊢ r i Γ, q ⊢ r
 ⇒ Γ ⊢ r→ Γ, p ⊢ q ⇒ Γ ⊢ p → q Γ ⊢ p → q, p ⇒ Γ ⊢ q↔ Γ, p ⊢ q i Γ, q ⊢ p Γ ⊢ p ↔ q, p ⇒ Γ ⊢ q,
 ⇒ Γ ⊢ p ↔ q Γ ⊢ p ↔ q, q ⇒ Γ ⊢ p¬ Γ, p ⊢ q,¬q ⇒ Γ ⊢ ¬p Γ,¬p ⊢ q,¬q ⇒ Γ ⊢ p∀ Γ ⊢ p ⇒ Γ ⊢ ∀x p(x/c) Γ ⊢ ∀x p ⇒ Γ ⊢ p(c/x)
 c se ne javlja u p i Γ
 ∃ Γ ⊢ p ⇒ Γ ⊢ ∃x p(x//c) Γ ⊢ ∃x p i Γ, p(c/x) ⊢ q ⇒ Γ ⊢ qc se ne javlja u p, q i Γ
 = Γ ⊢ c = c Γ ⊢ p(c), c = d ⇒ Γ ⊢ p(d//c)Opetovanje (op.): Γ ⊢ p ⇒ Γ,∆ ⊢ p
 Pretpostavka (pretp.): Γ, p ⊢ p
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Vrjednovanje i model prvog reda
 U iskaznoj (propozicijskoj) logici:
 Vrjednovanje iskaza V (A) ∈ {i,n}
 U logici prvog reda:
 Definicija
 Model (struktura) prvog reda M je par 〈D, T 〉, tj. M = 〈D, T 〉 s time daD 6= ∅
 T (a) ∈D za individualnu konstantu aT (An) ⊆ D × ...×D
 ︸ ︷︷ ︸
 n
 za n-mjesni predikat An
 Vrjednovanje varijabli v : v (x) ∈D
 JtK =
 {T (t) ako je t individualna konstanta,v (t) ako je t varijabla
 Osnovni slucaj: vrjednovanje varijabli v zadovoljava atomarni iskazPn (t1, ..., tn) u modelu M akko 〈Jt1K, ..., JtnK〉 ∈ T (Pn)
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Zadovoljenost u modelu prvog redaIz: S. Kovac, B. Zarnic (2008) Logicka pitanja i postupci, str. 6
 Model M zadovoljava formulu p za vrjednovanje varijabla v , kra´ceM |=v p:
 Vrsta formule Uvjet zadovoljenosti za model M i vrjednovanje vA (iskazno slovo) istinitost A (T (A) = i)At1 . . . tn predmeti oznaceni pomocu t1 . . . tn u relaciji su
 oznacenoj simbolom A,t1 = t2 t1 i t2 oznacuju isti predmet,¬p p nije zadovoljenop ∧ q i p i q su zadovoljenip ∨ q bilo p bilo q je zadovoljenop → q p nije ili q jest zadovoljenop ↔ q oboje (i p i q) ili nijedno nije zadovoljeno∀x p za svaki je predmet d pod inacicom v[d/x]
 zadovoljeno p∃x p za neki je predmet d pod inacicom v[d/x]
 zadovoljeno p
 Ako je formula p koja je zadovoljena u modelu M za neko vrjednovanjev , iskaz, kazemo da je p istinito u modelu M.Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Predteorijska razumijevanja Logicki sustavi Logicka (transformacijska) sintaksa
 Istinitost u modelu
 Zapis za ’p je istinito u modelu M’:
 M |=p
 Citat
 ’Russell je filozof’ istinito je ako i samo ako predmet imenovan s ’Russell’pripada skupu koji je zadan predikatom ’je filozof’.
 Neka je M = 〈D, T 〉. M |=Filozof (russell) akko T (russell) ∈T (Filozof )
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Istinitost u modelu
 Zapis za ’p je istinito u modelu M’:
 M |=p
 Citat
 ’Russell je filozof’ istinito je ako i samo ako predmet imenovan s ’Russell’pripada skupu koji je zadan predikatom ’je filozof’.
 Neka je M = 〈D, T 〉. M |=Filozof (russell) akko T (russell) ∈T (Filozof )
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Pristup
 Predteorijski logicki pojam P eksplicirat cemo na sljedeci naci
 Pojam u teorijskom okviru s obzirom na nacin karakterizacijeP
 logike L ZNACI
 u sintaktickom smislu PLsin
 u semantickom smislu PLsem
 Ipak, na koncu cemo vidjeti da se u slucaju elementarne logike PLsin i
 PLsem opet, s obzirom na svoj opseg, ”stapaju u jedan pojam”.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 KonzistentnostIz: S. Kovac, B. Zarnic (2008) Logicka pitanja i postupci, str. 66
 Tvrdnja
 Skup iskaza Γ je konzistentan
 dobiva u teorijskim okvirima iskazne logike i logike prvoga reda sljedeceeksplikacije:
 Γ je semanticki konzistentan (zadovoljiv, ispunjiv) u iskaznoj logiciakko postoji vrjednovanje u kojem su istiniti svi iskazi iz Γ,Γ je sintakticki konzistentan (formalno konzistentan) u iskaznoj logiciakko Γ ne moze dokazati ⊥ (gdje je ⊥ pokrata za p ∧ ¬p, za bilokoji p) u sustavnu naravne dedukcije za iskaznu logiku,Γ je semanticki konzistentan (zadovoljiv, ispunjiv) u logici prvogareda akko postoji model u kojem su istiniti svi iskazi iz Γ,Γ je sintakticki konzistentan (formalno konzistentan) u logici prvogareda akko Γ ne moze dokazati ⊥ (gdje je ⊥ pokrata za p ∧ ¬p, zabilo koji p) u sustavu naravne dedukcije za logiku prvoga reda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Konzistentnost i zadovoljivost
 Ako skup iskaza nije konzistentan, nazivamo ga nekonzistentnim(inkonzistentnim).
 Semanticki konzistentan skup najces´ce zovemo zadovoljivim, asemanticki nekonzistentan nezadovoljivim.
 Sintakticki (ne)konzistentan skup najces´ce zovemo formalno(ne)konzistentnim.
 Za iskaz p cemo reci da je zadovoljiv (ispunjiv, semantickikonzistentan) akko je zadovoljiv skup kojemu je on jedini clan, tj.akko je skup {p} zadovoljiv. Ako iskaz nije zadovoljiv, onda jenezadovoljiv (semanticki nekonzistentan).
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Primjer iz povijesti
 Primjer
 U naivnoj teoriji skupova kao aksiom privacala se je sljedeca tvrdnja(aksiom komprehenzije): ”Za svako svojstvo postoji skup upravo onihstvari koji imaju to svojstvo”.Oznacimo pomocu ∈ odnos ’. . . je clan skupa . . . ’. Neka P oznacava bilokoje svojstvo (uvjet). Tada oblik aksioma mozemo zapisati u jeziku logikeprvoga reda na sljedeci nacin:
 ∃x∀y(y ∈ x ↔ Py)
 Dokazimo da je teorija koja sadrzi sve instance aksioma komprehenzijanekonzistentna!
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Primjer: Russellov paradoks
 Za dokazati (formalnu, sintakticku) nekonzistentnost nekoga skupatvrdnji Γ potrebno je pokazati da taj skup dokazuje neistinu (apsurd, parprotuslovnih tvrdnji), tj. Γ ⊢ ⊥.
 1 ∃x∀y (y ∈ x ↔ y 6∈ y ) pretp.
 2 r ∀y (y ∈ r ↔ y 6∈ y ) pretp.
 3 r ∈ r ↔ r 6∈ r 2/ i∀
 4 r ∈ r pretp.
 5 r 6∈ r 3, 4/ i↔
 6 ⊥ 4, 5/ u⊥
 7 r 6∈ r 4–6/ u¬
 8 r ∈ r 3, 7/ i↔
 9 ⊥ 7, 8/ u⊥
 10 ⊥ 1, 2–9/ i∃
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Slijed
 Tvrdnja
 Iskaz p slijedi iz skupa iskaza Γ
 dobiva sljedece eksplikacije:
 p semanticki slijedi (slijedi) iz Γ u iskaznoj logici akko je p istinito usvakom vrjednovanju u kojem su istiniti svi iskazi iz Γ,
 p sintakticki slijedi iz Γ u iskaznoj logici akko se p moze dokazati izΓ u sustavu naravne dedukcije za iskaznu logiku,
 p semanticki slijedi (slijedi) iz Γ u logici prvoga reda akko je pistinito u svakom modelu u kojem su istiniti svi iskazi iz Γ,
 p sintakticki slijedi iz Γ u logici prvoga reda akko se p moze dokazatiiz Γ u sustavu naravne dedukcije za logiku prvoga reda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Primjer
 Primjer
 Dokazite da iz {A → B, B → C} sematicki slijedi A → C !
 Odgovor
 Izgradimo istinitosnu tablicu i pokusajmo naci redak u kojemu su premiseistinite, a konkluzija neistinita! Ili krace, pokusajmo izgraditiprotuprimjer!
 Ai→iB B →
 iCn
 Ai→n
 Cn
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Primjer
 Primjer
 Dokazite da iz {A → B, B → C} sintakticki slijedi A → C !
 Odgovor
 Izgradimo dokaz!
 1 A → B pretp.
 2 B → C pretp.
 3 A pretp.
 4 B 1, 3/ i→
 5 C 2, 4/ u⊥
 6 A → C 3–5/ u→
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Slijed
 Tvrdnju ‘p semanticki slijedi iz Γ’ mozemo zapisati na skraceni nacinovako:
 Γ |= p
 Za posebne slucaje krace pisemo:Γ |=i p akko V (p) = i u svakom vrjednovanju V takvom da V (q) = i zasvaki q ∈ Γ,Γ |=p p akko M |= p u svakom modelu M takvom da M |= q za svakiq ∈ Γ.Tvrdnju ‘p sintaktickii slijedi iz Γ’ mozemo zapisati na skraceni nacinovako:
 Γ ⊢ p
 Za posebne slucaje kra´ce pisemo:Γ ⊢i p akko postoji dokaz p iz Γ u sustavu naravne dedukcije za iskaznulogiku,Γ ⊢p p akko postoji dokaz p iz Γ u sustavu naravne dedukcije za logikuprvog reda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Zapisi
 Tvrdnju ‘skup Γ je zadovoljiv’ mozemo zapisati na skraceni nacin ovako:
 Γ 6|= ⊥
 Za posebne slucaje krace pisemo:Γ 6|=i ⊥ akko postoji vrjednovanje V takvo da V (q) = i za svaki q ∈ Γ,Γ 6|=p ⊥ akko postoji model M takav da M |= q za svaki q ∈ Γ.Tvrdnju ‘skup Γ je formalno konzistentan’ mozemo zapisati na skraceninacin ovako:
 Γ 0 ⊥
 Za posebne slucaje krace pisemo:Γ 0i ⊥ akko ne postoji dokaz za ⊥ iz Γ u sustavu naravne dedukcije zaiskaznu logiku,Γ 0p ⊥ akko ne postoji dokaz za ⊥ iz Γ u sustavu naravne dedukcije zalogiku prvoga reda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Primjedbai
 Primjedba
 Vazno je uociti da zadovoljivost prijevoda neke recenice obicnoga jezikana jezik iskazne logike nema za posljedicu zadovoljivost njezina prijevodana jezik logike prvoga reda. Pojam ‘zadovoljivost prijevoda u logiciprvoga reda’ uzi je pojam od ‘zadovoljivosti prijevoda u iskaznoj logici’.
 Primjer
 Recenica ‘a je P i nista nije P ’ dobiva sljedece prijevode (prijevodrecenice koja se ne da dalje rasclaniti unutar iskazne logike, upisan jeispod vodoravne crte):
 PaA
 ∧ ¬ ∃xPxB
 (1)
 Iskaznologicki prijevod A∧ ¬B jest zadovoljiv, ali prijevod u jeziku logikeprvoga reda nije zadovoljiv. Jednako tako, na sintaktickoj strani, izPa ∧ ¬∃xPx lako cemo dokazati ⊥ unutar logike prvoga reda, ali to istonecemo moci uciniti unutar iskazne logike za iskaznologicki oblikprijevoda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Primjedba
 Primjedba
 Dok konzistentnost prijevoda u logici prvoga reda ima za posljedicukonzistentnost prijevoda u iskaznoj logici, ali ne nuzno i obratno, kodvaljanosti susrecemo suprotan odnos. Sve sto je valjano s obzirom naprevodenje u iskaznoj logici valjano je takoder s obzirom na prevodenje ulogici prvoga reda, ali ne nuzno i obratno.
 Primjer
 Prijevodi recenice ‘ako je a takvo da P , onda je nesto takvo da P ’ moglibi izgledati ovako:
 PaA
 → ∃xPxB
 Prijevod na jezik logike prvoga reda daje valjan iskaz logike prvoga reda,ali A → B nije valjan iskaz logike prvoga reda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Dokaz i nekonzistentnostiIz: S. Kovac, B. Zarnic (2008) Logicka pitanja i postupci, str. 82
 Stanje (Dokaz i nekonzistentost)
 Γ ⊢p p ⇔ Γ,¬p ⊢p ⊥
 Dokaz.
 Buduci da moramo dokazati dvopogodbu, dokaz cemo razdijeliti u dokazdviju pogodaba: (6) i (11) dolje. Dokazujemo ih dvama nizovimatvrdnja, od (1) do (6), i od (7) do (11).(1) Pretpostavimo Γ ⊢p p. (2) Po pravilu unosenja pretpostavke, vrijediΓ,¬p ⊢p ¬p. (3) Prema pravilu opetovanja, iz (1) dobivamo Γ,¬p ⊢ p.(4) Koristenjem pravila u∧, iz (2) i (3) dobivamo Γ,¬p ⊢p p ∧ ¬p. (5)Buduci da je ⊥ pokrata za p ∧ ¬p (za bilo koji p), mozemo (4) drukcijezapisati kao Γ,¬p ⊢p ⊥. (6) Prema tome, ako Γ ⊢p p, ondaΓ,¬p ⊢p ⊥.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Drugi dio dokaza
 Dokaz.
 (7) Pretpostavimo Γ,¬p ⊢p ⊥. (8) Buduci da je ⊥ pokrata za p ∧ ¬p(za bilo koji p), mozemo (7) drukcije zapisati kao Γ,¬p ⊢p p ∧ ¬p. (9)Dvostrukom primjenom pravila i∧, iz (8) dobivamo Γ,¬p ⊢p p iΓ,¬p ⊢p ¬p. (10) Primjenom pravila i¬, iz (9) dobivamo Γ ⊢p p. (11)Prema tome, ako Γ,¬p ⊢p ⊥, onda Γ ⊢p p.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Slijed i nezadovoljivost
 Stanje (Slijed i nezadovoljivost)
 Γ |=p p ⇔ Γ,¬p |=p ⊥
 Dokaz.
 (1) Pretpostavimo da Γ |=p p. (2) Po definiciji (semantickog) slijeda, (1)znaci da je p istinito u svakom modelu M u kojem su istiniti svi iskazi izΓ. Za svrhu dokaza metodom reductio ad absurdum, pretpostavimo (3)da je zadovoljiv skup Γ ∪ {¬p}; u simbolicnom zapisu: Γ ∪ {¬p} 6|=p ⊥.(4) Po definiciji zadovoljivosti, znaci da postoji neki model, koji cemooznaciti pomo´cu M
 ∗, u kojem su istiniti svi iskazi iz Γ i u kojem jetakoder istinit iskaz ¬p. Po definiciji istinitosti u modelu, iz prethodnerecenice dobivamo (5) da p nije istinito u modelu M
 ∗, iako su u njemistiniti svi iskazi iz Γ. Ocito protusulovlje izmedu (2) i (5) pokazuje da jepretpostavka (3) neodrziva, te da moramo zakljuciti suprotno, naime: (6)Γ ∪ {¬p} |=p ⊥. (7) Prema tome, ako p semanticki slijedi iz Γ, ondaskup Γ ∪ {¬p} nije zadovoljiv. U kracem zapisu: ako Γ |=p p, ondaΓ ∪ {¬p} |=p ⊥. Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Drugi dio dokaza
 Dokaz.
 (8) Pretpostavimo Γ ∪ {¬p} |=p ⊥. (9) Po definiciji nezadovoljivostiznamo da prethodno znaci da ne postoji model M u kojem su istiniti sviiskazi iz Γ ∪ {¬p}. (10) Pretpostavimo da je M
 ∗ model u kojem suistiniti svi iskazi iz Γ. (11) Pretpostavimo takoder da je ¬p istinito u M
 ∗.(12) Tada bi skup Γ ∪ {¬p} bio zadovoljiv, sto protuslovi pretpostavci(8), odnosno njezinu drukcijem iskazu pod (9). Prema tome,pretpostavka (11) je neodrziva, te moramo zakljuciti suprotno: (13) da¬p nije istinito u M
 ∗. (14) Po definiciji istinitosti u modelu dobivamo daje onda p istinito u M
 ∗. (15) Buduci da je M∗ proizvoljni model u kojem
 su istiniti svi iskazi iz Γ, zakljucujemo da je p istinito u svakom modelu ukojem su istiniti svi iskazi iz Γ. (16) Prema tome, ako je nezadovoljivskup Γ ∪ {¬p}, onda p slijedi iz Γ. U kracem zapisu: akoΓ ∪ {¬p} |=p ⊥, onda Γ |=p p.
 Lema
 Γ 6|=p p ⇔ Γ,¬p 6|=p ⊥
 Dokaz.Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Pogled unatrag
 Logicko svojstvo (konzistentnost) skupa iskaza moze se definiratipomocu logickog odnosa (slijed) izmedu skupa iskaza i iskaza.
 Ako p slijedi iz Γ, onda Γ ∪ {¬p} nije konzistentan skup.Ako p ne slijedi iz Γ, onda je Γ ∪ {¬p} konzistentan skup.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 KonzistentnostNacelo ravnoteze za spoznaju
 Citat
 [U slucaju ”neposlusnog iskustva”.] Postaje potrebno da se za neketvrdnje preraspodijele istinitosne vrijednosti. Prevrednovanje jednih zaposljedicu ima prevrednovanje drugih tvrdnji zbog njihovih uzajamnihlogickih veza — a i sami logicki zakoni nisu drugo nego tvrdnje unutarsustava, neki daljnji elementi polja. Ako smo prevrednovali jednu tvrdnju,morat cemo prevednovati i neke druge tvrdnje, a one mogu ili biti logickipovezani s prvima ili one same mogu biti logicke veze. Ali cijelo polje je utolikoj mjeri subdeterminirano svojim granicnim uvjetima, naimeiskustvom, tako da se otvara siroki raspon izbora tvrdnji koje ce bitipreverednovane u svijetlu bilo kojeg pojedinacnog osporavajuceg iskustva.Nijedno pojedinacno iskustvo nije povezano ni uz koju odredenu tvrdnjuu nutrini polja, osim neizravno a s obzirom na ravnotezu koja se ticepolja kao cjeline.Willard Van Orman Quine (1951) Dvije dogme empirizma
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Neosjetljivost na protuslovlje u predoperacijskome stadiju
 Citat
 .. jedna vrsta protuslovlja proizlazi iz cinjenice da djeca nemaju svijesti odefinicijama koja su odredene na osnovi jednoga obiljezja....Npr. Schei (6; 1/2), misli da su oblaci zivi jer se krecu, ali da motori nisuzivi, iako se i oni gibaju. Teorijski gledano, tj. kada znamo za uzroktakvih fluktuacija u misljenu, onda protuslovlja nema, ali djeca nepoznaju razloge vlastite nekonzistentnosti, te ako uzmemo u obzir samoono sto ona kazu i misle, onda tu nalazimo protuslovlje.Jean Piaget (1928) Djecje suqdj enje i zakljucivanje
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Pitanje valjanosti zakljucka
 [PITANJE] Kako ispitati je li valjan zakljucak s premisama Γ ikonkluzijom p?
 [POSTUPAK]
 Za potvrdan odgovor postoji efektivni postupak i on se sastoji utome da se izradi dokaz za p iz Γ (ili za ⊥ iz Γ ∪ {¬p}). Drugimrijecima trebamo pokazati da vrijedi Γ ⊢ p.Za nijecan odgovor potrebno je pronaci “protuprimjer”: model Mtakav da za svaki q ∈ Γ vrijedi M |= q, ali M 6|= p. Drugim rijecimatrebamo pokazati da vrijedi Γ,¬p 6|= ⊥. Nijecan odgovor nemaefektivnoga postupka u logici prvoga reda.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Problem
 Moze li se pojaviti slucaj u kojemu cemo za isti zakljucak Γ/putvrdili da njegove premise dokazuju konkluziju, ali da je ipakmoguce (u nekom slucanju) da sve premise budu istinite a konkluzijaneistinita?
 Takav se slucaj ne moze pojaviti u logici prvog reda jer je onapouzdana: sto se moze dokazati dto doista i (semanticki) slijedi..
 Teorem
 Γ ⊢p p ⇒ Γ |=p p
 Dokaz zbog njegove duljine izostavljamo.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Problem
 Moze li se pojaviti slucaj u kojemu cemo za isti zakljucak Γ/putvrditi da nije moguce da njegova konkluzija bude neistinita kadasu sve premise istinite, ali da, unatoc tome, konkluziju ne mozemodokazati pomocu premisa.
 Takav se slucaj ne moze pojaviti u logici prvog reda jer je onapotpuna: sto (semanticki) slijedi, to se moze i dokazati.
 Teorem (Godel, 1928.)
 Γ |=p p ⇒ Γ ⊢p p
 Dokaz zbog njegove duljine i slozenosti izostavljamo.
 Logicka svojstva i odnosi

Page 38
                        

Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Dokaz i slijed
 Povezemo li dva poucka o logici prvog reda
 Γ ⊢p p ⇔ Γ |=p p
 lako uocavamo da se njezini pojmovi o semantickom slijedu i odokazu poklapaju u svom opsegu.
 Podsjetimo li se k tome i tvrdnji o slijedu i nezadovoljivosti, te odokazu i nekonzistentnosti, onda vidimo da sljedece tvrdnje o logiciprvog reda istvorijedne:
 Istovrijedne tvrdnje(i) Γ ⊢p p iz (ii) po potpunosti
 iz (iii) po tvrdnji o dokazu i nekonzistentost(ii) Γ |=p p iz (i) po pouzdanosti
 iz (iv) po tvrdnji o slijedu i nezadovoljivosti(iii) Γ,¬p ⊢p ⊥ iz (i) po tvrdnji o dokazu i nekonzistentosti(iv) Γ,¬p |=p ⊥ iz (i) po tvrdnji o slijedu i nezadovoljivosti
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Odnos istovrijednosti
 Oslanjajuci se na uocenu zamjenljivost sintaktickih pojmovasemantickim (dokaz i s. slijed), te sintaktickih — sintakticnim(dokaz i f. konzistentnost) i semantickih — semantickim (s. slijed izadovoljivost) visestruke eksplikacije mozemo dati i drugimpojmovima o logickim odnosima.
 p i q su istovrijedni u logici prvog reda akko
 (i) {p} ⊢p q i {q} ⊢p pakko(ii) {p} |=p q i {q} |=p pakko(iii) {p,¬q} ⊢p ⊥ i {¬p, q} ⊢p ⊥akko(iv) {p,¬q} |=p ⊥ i {¬p, q} |=p ⊥
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Odnos protuslovlja
 p i q su protuslovni u logici prvog reda akko
 (i) {p} ⊢p ¬q i {¬q} ⊢p pakko(ii) {p} |=p ¬q i {¬q} |=p pakko(iii) {p, q} ⊢p ⊥ i {¬p,¬q} ⊢p ⊥akko(iv) {p, q} |=p ⊥ i {¬p,¬q} |=p ⊥
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Logicka neovisnost
 p je logicki neovisno od Γ u logici prvog reda akko
 (i) Γ 6⊢p p i Γ 6⊢p ¬pakko(ii) Γ 6|=p p i Γ |=p ¬pakko(iii) Γ, p 6⊢p ⊥ i Γ,¬p 6⊢p ⊥akko(iv) Γ, p 6|=p ⊥ i Γ,¬p 6|=p ⊥
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Valjanost iskaza
 p je valjan iskaz logici prvog reda akko
 (i) ⊢p pakko(ii) |=p pakko(iii) {¬p} ⊢p ⊥akko(iv) {¬p} |=p ⊥
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Potpunost skupa iskaza
 Γ je potpun skup iskaza u logici prvog reda akko
 za svaki iskaz p ∈ Lp
 (i) Γ ⊢p p ili Γ ⊢p ¬pakko(ii) Γ |=p p ili Γ |=p ¬pakko(iii) Γ,¬p ⊢p ⊥ ili Γ, p ⊢p ⊥akko(iv) Γ,¬p |=p ⊥ ili Γ, p |=p ⊥
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Logicki kvadrat
 Ovakav pristup mozemo primijeniti na odnose u ”logickomkvadratu” klasicne logike pod uvjetom da o njima ne mislimo kao oodnosima koji vrijede (pod pretpostavkom opstojnosti) izmeduaristotelovskih sudova a, e, i, o, nego kao o odnosima koji moguvrijediti medu iskazima ima li oni ili ne aristotelovski oblik.
 p i q su suprotni u logici prvog reda akko
 {p, q} ⊢p ⊥ i {¬p,¬q} 6⊢p ⊥akko
 {p, q} |=p ⊥ i {¬p,¬q} 6|=p ⊥
 Pojam o odnos suprotnosti i dalje nam je koristan u logici. Naprimjer, imperativi ! (P/¬P) (npr. ’Otvori prozor!’) i ! (P/P)(’Nemoj otvoriti prozor’ tj. ’Ostavi prozor zatvorenim’) su suprotni,a ne protuslovni. Pitanje je moze li i biti protuslovnih imperativa jerto bi znacilo da je jedan od njih uvijek na snazi.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Logicki kvadrat
 p i q su podsuprotni u logici prvog reda akko
 {¬p,¬q} ⊢p ⊥ i {p, q} 6⊢p ⊥akko
 {¬p,¬q} |=p ⊥ i {p, q} 6|=p ⊥
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice Konzistentnost i slijed Zapisi Mogucnost uzajamnog definiranja
 Logicki kvadrat
 Primjer
 Na donjoj slici mozemo naci primjere iskaza koji ostvaruju odnose opisanena tradicionalnome logickom kvadratu, pri cemu treba uzeti u obzirrazliku u odredbi odnosa kod dviju logika. Za prvi, iskaznologickikvadrat, pretpostavit cemo da su A i B iskazna slova.
 Iskazna logika Logika prvoga reda
 A ∨ B ¬A∨ ¬B
 A ∧ B ¬A∧ ¬B
 ∃xPx ∃x¬Px
 ∀xPx ∀x¬Px
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Pocetna nastava logike
 Pocetna nastava logike svoje polaziste ima u predteorijskomrazumijevanju logickih svojstava i odnosa, a koje se ocituje uispravnom koristenju ”logickih rijeci” (posebno veznika i neodredenihzamjenica).
 Zadace i metode za primarno obrazovanje:
 Ostvariti najbolje okolnosti za razvoj sposobnosti misljenja ili zaucenje jezika. Takve, za razvoj djecjih misaonih ili jezicnihsposobnosti povoljne okolnosti, jesu one okolnosti u kojima odraslilogicki ispravno govore i pisu. Ovo je zadaca cijeloga curriculum-a.Omoguciti ucenicima da osvijeste svoje logicko predznanje, koje seocituje u logickim vjestinama. Jedan sastavnica ispunjenja ovezadace jest ukazivanje tijekom nastavnih aktivnosti na ono sto ulogickom smislu ucitelj-ica cini (npr. ”drugim rijecima govori isto”,”zakljucuje”, ”pretpostvalja”, ”dokazuje”, ”objasnjava”, ”naslucuje”,”definira”, ”dijeli”, ”uvodi novi pojam”, itd.). Mozemo postavitihipotezu da ce takav ”govor o svome misljenju” (”metakognitivnigovor”) potaknuti ucenike da osvijeste svoje misaone radnje.Omoguciti usavrsavanje predznanja putem ovladavanja razlicitimpostupcima.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Cilj kojega su nam u nasljede ostavili Kant, Herbart, te nasBasaricek, naime, to da ”ucenike valja uciti misliti” nije lakoostvariv, ali je vrijedan. Vrijedno je znati ono sto se vec zna, ali josje vrednije moci stvoriti novo znanje. Djetetu koje lijepo pjeva, trebadati priliku da pjeva; djetetu koje samostalno misli treba dati prilikuda samostalno misli. Svako je dijete, ”dijete s posebnimpotrebama”. ”Logicki talent” nije manje vrijedan od ”sportskogatalenta” ili ”glazbenoga talenta”, te zasluzuje jednaku paznju.
 Logicka svojstva i odnosi
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Pocetna nastava logike
 Pocetnu nastavu logike treba usmjeriti prema usavrsavanju misaonihsposobnosti, prema ostvorivanju najboljih okolnosti za njihov razvoj.
 Pocetnu nastavu logike treba provoditi i tako da se uklone ”nelogicnosti”u nastavi (Rousseau: ”pravi odgoj” = ”negativan odgoj” = ”izbjegavanjestetnog utjecaja”).
 Ne vidim zapreke tomu da se logicki sadrzaji ukljuce u primarnoobrazovanje. Ako se slozimo s filozofima matematike, po kojima jematematika ili utemljena u logici ili logickim metodama proucavaapstraktne strukture, onda matematika u oba slucaja pretpostavljalogiku. Ako prihvacamo didakticko nacelo postupnosti po kojemu akojedno od dva znanja pretpostvlja drugo, onda ono pretpostavljeno znanjedolazi u redu poucavanja prije onoga koje ga ukljucuje, dobivamo dalogika treba doci prije matematike.
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Pocetna nastava logike
 Ipak su navedeni stavovi hipoteze koje traze ozbiljno i dugotrajnopreispitivanje. U drustvima u kojima bogatstvo jednih nastaje na osnovisiromastva drugih i u kojima volja za moc nad voljom drugih zamjenjujebrigu da se sloboda volje ne ugrozi, nema dovoljno mjesta za takvu,istinsku znanost o obrazovanju ni za odgoj prema slobodi. Zato je i daljeotvoren za svakoga od nas, Rousseauov poziv covjecanstvu da izade izmraka pretpovijesnog izrabljivanja, potlacivanja i zlobe u svjetlostsolidarnosti, ravnopravnosti i suosjecanja putem PRAVOG ODGOJApojedinca i drustva.
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Visestruko koristenje istim zadacima
 Mislim da osoba koja uci logiku uzastopno prolazi troclanim nizovimaetapa:
 Intuitivni stupanj.
 Prepoznajem logicke odnose i svojstva, ali niti znam da to cinim niti kakoto cinim.
 Intropsektivni stupanj.
 Osvjescujem svoje logicko predznanje i provjeravam ga pomocu nekogpostupka.
 Eksplorativni stupanj.
 Otkrivam nova logicka pitanja u podrucju kojim se bavim.
 Ponekad se isti sadrzaj zadatka moze koristiti na svim stupnjevima.Mogucnost koristenje na prva dva stupnja izgleda ociglednom.
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Pobude ucenju logike
 Cesto mozemo prepoznati ”znace li dvije recenice isto” i ”iskljucuju li seuzajamno”.
 Ipak vrlo smo cesto i nesigurni u odgovoru na takva pitanja.
 Ponekad mislimo da znamo iako grijesimo.
 Potonje dvije situacije predstavljaju ”didakticki kapital”.
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Visestruko koristenje istim zadacima
 Primjer
 Zadana je recenica (Baruch de Spinoza, Etika, Aksiom I.a):
 Sve sto jest, u sebi jest ili u necem drugome jest.
 Za svaku od pet ponudenih recenica (1)–(5) odredite je li ona istovrijednazadanoj ili joj je protuslovna ili joj nije ni istovrijedna ni protuslovna!
 1 Nesto sto jest, nije u sebi, ali jest u necem drugome.
 2 Ako nesto sto jest, nije u sebi, onda je ono u necem drugome.
 3 Nesto sto jest, nije ni u sebi niti u icem drugome.
 4 Nesto sto u sebi jest, takoder u necem drugome jest.
 5 Ako nesto sto jest, nije ni u cem drugome, onda ono jest u sebi.
 aOmnia quae sunt vel in se vel in alio sunt.
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Primjer
 Iskusajmo razlicita tumacenja prvoga Spinozina aksioma:
 u prvome tumacenju predikata U pretpostavite da on zadovoljavauvjet refleksivnosti: ∀x U(x , x);
 u drugome pretpostavite da predikat U zadovoljava uvjetirefleksivnosti: ∀x¬U(x , x);
 a u trecem pretpostavite da predikat U nije ni refleksivan niirefleksivan: ∃x¬U(x , x) ∧ ∃x U(x , x)!
 1 Koje tumacenje predikata U omogucuje da se pozivanjem jedino nauvjet koji taj predikat zadovoljava, dokaze Spinozin aksiom∀x [U(x , x) ∨ ∃y(x 6= y ∧ U(x , y))]?
 2 Izgradite neformalni dokaz za cinjenicu koju ste ustanovili upodzadatku (a)!
 3 Izgradite formalni dokaz za cinjenicu koju ste ustanovili upodzadatku (a)!
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Uvod Svojstva i odnosi Svojstva i odnosi Didakticke posljedice
 Primjer
 1 Prvo tumacenje (predikat U ispunjava uvjet refleksivnosti)omogucuje da se dokaze Spinozin prvi aksiom.
 2 Neka je a bilo koji predmet. Na osnovi refleksivnosti odnosa ‘biti u’,znamo da je a u samom sebi. Tada vrijedi i to da je a u samomesebi ili u necem drugom. Buduci da je a bio proizvoljno odabran,onda svaki predmet zadovoljava prethodni uvjet, naime, da je usamome sebi ili u necem drugom.
 3
 1 ∀xU(x , x) pretp.
 2 a U(a, a) 1/ i∀
 3 U(a, a) ∨ ∃y(a 6= y ∧ U(a, y)) 2/ u∨
 4 ∀x [U(x , x)∨ ∃y(x 6= y ∧ U(x , y))] 2–3/ u∀
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