


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
                            
                        

                    

                

                
                    
                                                    Log in
                            Upload File
                                            

                

            


            	Most Popular
	Study
	Business
	Design
	Technology
	Travel
	Explore all categories


        

    





    
        
            
                
                    
                

                

                    
                        existênciadesoluçõessimétricase não … versao final.pdf · 2011. 11. 30. · (jruj2 +...

                    


                    
                        
                            	Home
	Documents
	ExistênciadeSoluçõesSimétricase Não … versao final.pdf · 2011. 11. 30. · (jruj2 + V(z)u2)dz Z R F(z;u)dz; (1) onde E= ˆ u2H1(RN) : Z RN (jruj2 + V(z)u2)dz


                        

                    


                    




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

57
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            


            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            Universidade Federal da Paraíba Centro de Ciências Exatas e da Natureza Programa de Pós-Graduação em Matemática Curso de Mestrado em Matemática Existência de Soluções Simétricas e Não-Simétricas para uma Classe de Equações de Schrödinger Semilineares por Edjane Oliveira dos Santos † sob a orientação do Prof. Dr. Uberlandio Batista Severo Dissertação apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pós-Graduação em Matemática - CCEN - UFPB, como requisito parcial para a obtenção do título de Mestre em Matemática. † Este trabalho contou com o apoio ﬁnanceiro da Capes 
        

        
    






				            

        

    









                    
                        
							Upload: others
                            Post on 22-Mar-2021

                            2 views

                        

                        
                            Category:
 Documents


                            0 download

                        

                    


                    
                        
                            Report
                        

                                                
                            	
                                    Download
                                


                        

                                            


                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                                    
Pinterest

                        
                    


                    
                

                

                    
                    
                        Embed Size (px):
                            344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                        

                    

                    

                    

                    
                                        
                        TRANSCRIPT

                        Page 1
                        

Universidade Federal da ParaíbaCentro de Ciências Exatas e da Natureza
 Programa de Pós-Graduação em MatemáticaCurso de Mestrado em Matemática
 Existência de Soluções Simétricas eNão-Simétricas para uma Classe de
 Equações de Schrödinger Semilineares
 por
 Edjane Oliveira dos Santos †
 sob a orientação do
 Prof. Dr. Uberlandio Batista Severo
 Dissertação apresentada ao Corpo Docente do Programade Pós-Graduação em Matemática - CCEN - UFPB,como requisito parcial para a obtenção do título deMestre em Matemática.
 †Este trabalho contou com o apoio financeiro da Capes

Page 2
                        

Existência de Soluções Simétricas eNão-Simétricas para uma Classe de
 Equações de Schrödinger Semilineares
 por
 Edjane Oliveira dos Santos
 Dissertação apresentada ao corpo docente do Programa de Pós-Graduação em Mate-mática - CCEN - UFPB, como requisito parcial para a obtenção do título de Mestre emMatemática.
 Área de Concentração: Análise.
 Aprovada por:
 Prof. Dr. Uberlandio Batista Severo - UFPB - Orientador
 Prof. Dr. Bruno Henrique Carvalho Ribeiro - UFPB - Examinador
 Prof. Dr. Marcelo Fernandes Furtado - UnB - Examinador
 Universidade Federal da ParaíbaCentro de Ciências Exatas e da Natureza
 Programa de Pós-Graduação em MatemáticaCurso de Mestrado em Matemática
 Maio de 2011
 ii

Page 3
                        

"Depois de escalar uma grande montanha,descobrimos apenas que há muitas outrasmontanhas para escalar."
 Marianne Williamson
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Resumo
 Neste trabalho, estabelecemos a existência de uma solução simétrica positiva, comotambém uma solução não-simétrica que muda de sinal, para o problema elíptico semilinear
 −∆u+ V (z)u = f(z, u), u ∈ H1(RN),
 onde N ≥ 4, V : RN → R é um potencial não-negativo e f : RN × R→ R é uma funçãocontínua. Para obtermos os resultados, usamos o Teorema do Passo da Montanha, oPrincípio de Criticalidade e resultados de compacidade.
 Palavras-Chave: Soluções simétricas e não-simétricas; Princípio de CriticalidadeSimétrica; Teorema do Passo da Montanha.
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Abstract
 In this work, we establish the existence of a positive symmetric solution and anonsymmetric solution which changes sing, for the semilinear elliptic problem
 −∆u+ V (z)u = f(z, u), u ∈ H1(RN),
 where N ≥ 4, V : RN → R is a non-negative potential and f : RN×R→ R is a continuousfunction. To achieve these results, we use the Mountain Pass Theorem, the Principle ofSymmetric Criticality and compactness results.
 Keywords: Symmetric and nonsymmetric solutions; Principle of Symmetric Criticality;Mountain Pass Theorem.
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Notações
 Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:
 • B(y, r) denota a bola aberta de centro y e raio r;
 • convergência fraca;
 • → indica imersão;
 • f ′ denota a derivada de Gâteaux e derivada de Fréchet da função f ;
 • | · | denota a norma euclidiana;
 • H1rad(RN) é o subespaço das funções radiais de H1(RN);
 • 〈·, ·〉 denota o produto interno;
 • c, C, C0, C1, C2, C3, . . . denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
 • |Ω| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto Ω em RN ;
 • supp f denota o suporte da função f ;
 • O(N) é o grupo das transformações lineares ortogonais de RN em RN ;
 • Ω é um domínio de RN ;
 • p′ = p/(p− 1) denota o expoente conjugado de p ;
 • final da demonstração;
 • q.t.p. quase todo ponto;
 2
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Notações 3
 • u+ = maxu, 0 e u− = max−u, 0;
 • Lp(Ω) é o espaço das funções mensuráveis u sobre Ω tais que∫
 Ω
 |u|pdx < ∞,1 ≤ p <∞;
 • W 1,p(Ω) é o espaço das funções u ∈ Lp(Ω) tais que existem g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω)
 satisfazendo∫
 Ω
 u∂ϕ
 ∂xidx = −
 ∫Ω
 giϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ∀ i = 1, . . . , n com 1 ≤ p ≤ ∞;
 • |u|p =(∫
 Ω|u|p) 1p denota a norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω);
 • |∇u|p =(∫
 Ω|∇u|p
 ) 1p norma do gradiente em W 1,p
 0 (Ω) ;
 • ‖u‖ = (|∇u|22 + |u|22)1/2 norma usual do espaço H1(RN);
 • C(Ω) denota o espaço das funções contínuas em Ω;
 • C0(Ω) são as funções contínuas de suporte compacto em Ω;
 • Ck(Ω), k ≥ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamentediferenciáveis sobre Ω;
 • C∞(Ω) =⋂k≥1C
 k(Ω);
 • C0,α(Ω) = u ∈ C(Ω); supx,y∈Ω
 |u(x)− u(y)||x− y|2
 < +∞ com 0 < α < 1;
 • C1,α(Ω) = u ∈ C1(Ω);Diu ∈ C0,α(Ω) ∀i, |i| ≤ 1;
 • p∗ é o expoente crítico de Sobolev definido por p∗ =
 Np
 N − pse 1 ≤ p < N,
 ∞ se p ≥ N.
 3
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Introdução
 Nesta dissertação, estudamos a existência de uma solução simétrica positiva, comotambém de uma solução não-simétrica que muda de sinal, para o problema elípticosemilinear
 −∆u+ V (z)u = f(z, u), u ∈ H1(RN), (P )
 onde N ≥ 4, V : RN → R é um potencial contínuo não-negativo e f : RN ×R→ R é umafunção contínua. Teremos, ainda, algumas hipóteses adicionais sobre as funçoes V e f aolongo deste trabalho.
 Ao abordar a Equação (P ), utilizamos métodos variacionais, ou seja, associamos a (P )o funcional energia ϕ : E → R definido por
 ϕ(u) =1
 2
 ∫RN
 (|∇u|2 + V (z)u2)dz −∫RNF (z, u)dz, (1)
 ondeE =
 u ∈ H1(RN) :
 ∫RN
 (|∇u|2 + V (z)u2)dz <∞.
 e almejamos encontrar pontos críticos para ϕ, os quais serão as soluções fracas de (P ).Equações do tipo (P ) estão relacionadas a muitos problemas da física-matemática.
 Por exemplo, as soluções de (P ) estão associadas à existência de soluções do tipo ondaestacionária para equações de Schrödinger não-lineares da forma
 i∂ϕ
 ∂t= −∆ϕ+W (z)ϕ− g(|ϕ|)ϕ, z ∈ RN ,
 onde W : RN −→ R é um potencial dado e g é uma função real conveniente. Entendemospor uma solução do tipo onda estacionária, uma função ϕ : R× RN −→ C do tipo
 ϕ(t, z) = eiEtu(z)
 onde E ∈ R, u : RN → R e t ∈ R (para mais detalhes, confira, por exemplo, Berestycki-Lions [4], Liu-Wang [11], Rabinowitz [15] e Strauss [19]).
 Se considerarmos o potencial V (z) ≡ 1 e f(z, u) = |u|p−2u, 2 < p < 2∗, um resultadode existência para equação (P ) foi obtido por Strauss [19] (para N ≥ 2) e Bartsch-Willem[3] (para N = 4 ou N ≥ 6).
 4
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Introdução
 Nosso trabalho é constituído de três capítulos e três apêndices.
 No Capítulo 1, apresentamos o conceito de função radial sob um enfoque algébrico;introduzimos o espaço H1
 rad(RN) das funções radiais de H1(RN); apresentamos algumasdefinições importantes e estabelecemos alguns resultados de compacidade que foramutilizados no Capítulo 2. Por fim, apresentamos e demonstramos o Princípio daCriticalidade Simétrica de Palais.
 No Capítulo 2, apresentamos os resultados de existência para o problema (P ), segundoBartsch-Willem [3], quando V (z) ≡ 1 e f(z, u) = |u|p−2u, 2 < p < 2∗, ou seja,consideramos o problema:
 −∆u+ u = |u|p−2u, u ∈ H1(RN). (P1)
 No Capítulo 3, estabelecemos os resultados de existência para a equação (P ) obtidospor Lorca-Ubilla [12]. Mais precisamente, estudamos (P ) com as seguintes hipóteses nanão-linearidade f e no potencial V :
 (V0) infz∈RN
 V (z) := b0 > 0;
 (f1) lims→0
 f(z, s)
 s= 0 uniformemente para z ∈ RN .
 (f2) |f(z, s)| ≤ a1 + a2|s|p para todo z ∈ RN e s ∈ R, onde a1, a2 > 0 e p ∈(1, N+2
 N−2
 ).
 (f3) Existe uma constante µ > 2 tal que 0 < µF (z, s) ≤ sf(z, s) para todo z ∈ RN es 6= 0, onde F (z, s) =
 ∫ s0f(z, t)dt.
 (f4) f(z,−s) = −f(z, s) para todo s ∈ R e z ∈ RN .
 (f5) Seja RN = RN1 × R2M , onde N1 ≥ 0 e M ≥ 2. Existe T = (T1, ..., TN1) ∈ RN1
 onde Ti ≥ 0 para i = 1, ..., N1, tal que para z = (x, y) ∈ RN1 × R2M e para todog ∈ O(2M), temos
 f(x1, ..., xi + Ti, ..., xN1 , y, u) = f(x, g(y), u),
 V (x1, ..., xi + Ti, ..., xN1 , y) = V (x, g(y)),
 com, i = 1, ..., N1, x = (x1, ..., xN1) e O(2M) é um grupo ortogonal em R2M .
 Com base nas notações da hipótese (f5), o principal resultado deste capítulo é oseguinte:
 5
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Introdução
 Teorema 0.1 Suponha que as hipóteses (V0) − (f5) sejam satisfeitas e considere queN ≥ 4. Então, o problema (P ) tem duas soluções não-triviais em H1(RN). Uma soluçãoé positiva em RN e radial na variável y. A outra solução muda de sinal e é não radial navariável y.
 Para provarmos o Teorema 0.1, associamos à equação (P ) o funcional energia ϕ dadoem (1) que está bem definido em E e, mais ainda, é de classe C1 (veja Apêndice B). Naprova da existência de uma solução não radial que muda de sinal, primeiro consideramosa involução τ definida em RN = RN1 × RM × RM , com N1 ≥ 0, M ≥ 2, dada por
 τ(x, y1, y2) = (x, y2, y1).
 Em seguida, definimos a ação do grupo G1 = id, τ sobre E por
 gu(x, y1, y2) =
 u(x, y1, y2), se g = id
 −u(τ−1(x, y1, y2)), se g = τ.
 Observamos que u = 0 é a única função em EO(2M)∩EG1 , onde EO(2M) e EG1 representamos espaços dos pontos fixos das ações de O(2M) e G1 sobre E respectivamente. Então,consideramos a ação do subgrupo G = O(M)×O(M) sobre E e Ψ a restrição do funcionalϕ ao espaço de Hilbert W = EG1 ∩ EG com a norma de E. A idéia é obter, via Teoremado Passo da Montanha, um ponto crítico não trivial u0 do funcional Ψ. Em seguida,usando o Princípio de Criticalidade Simétrica de Palais, que por (f4) o funcional energiaé invariante, concluimos que u0 é um ponto crítico não-trivial de ϕ.
 A fim de obtermos uma solução radial em y e positiva, consideramos f(z, s) = 0
 para s < 0 e o funcional ϕ restrito ao espaço EO(2M)(RN). Procedendo analogamente aocaso anterior, estabelecemos a existência de um ponto crítico não-trivial v de ϕ restrito aEO(2M)(RN). Pelo Príncipio de Criticalidade Simétrica, v é um ponto crítico de ϕ, o qualé radial na variável y. Assim, para todo v ∈ H1(RN),∫
 RN∇w∇vdz +
 ∫RNV (z)wvdz −
 ∫RNf(z, w)vdz = 0.
 Tomando v = −w−, segue que w = w+ ≥ 0. Aplicando o Princípio do Máximo Forte,concluímos que w > 0 em RN .
 No Apêndice A, temos alguns resultados utilizados ao longo dos Capítulos 1, 2 e 3. NosApêndices B e C, apresentamos alguns detalhes técnicos de fatos utilizados nos Capítulos2 e 3, que estão divididos, respectivamente, por : Regularidade de Funcionais e Ações deSubgrupos de O(N) sobre o H1(RN).
 6
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Capítulo 1
 Resultados Preliminares
 Neste capítulo, estabelecemos alguns resultados que são usados nesta dissertação. Maisprecisamente, na Seção 1.1, definimos função radial sob um enfoque algébrico, com oobjetivo de obtermos compacidade das imersões H1
 rad(RN) → Lp(RN) para 2 < p < 2∗.
 Usaremos este fato no Lema 2.5 para provarmos a condição de Palais-Smale para ofuncional associado ao problema. Na Seção 1.2, introduzimos o espaço H1
 rad(RN) dasfunções radiais de H1(RN). A seguir, nas Seções 1.3 e 1.4, enunciamos e demonstramos umlema devido a Lions (Lema 1.5) e o Corolário de Strauss (Corolário 1.11), respectivamente.Finalmente, na Seção 1.5 apresentamos e demonstramos o Princípio da CriticalidadeSimétrica.
 1.1 Funções Radiais
 Antes de definirmos função radial, precisamos saber o conceito de conjunto radialmentesimétrico. Um subconjunto Ω ⊆ RN é dito radialmente simétrico se é mensurável e satisfaza propriedade:
 se x0 ∈ Ω e |x| = |x0| então x ∈ Ω.
 Uma bola, uma região anular e o RN são exemplos de conjuntos radialmente simétricos.Relembremos que uma transformação linear S : RN → RN chama-se ortogonal quando
 sua representação matricial A com relação a base canônica de RN é uma matriz ortogonal,isto é, AAt = AtA = I, em que At denota a matriz transposta de A e I é a matrizidentidade de ordem N (veja [5]).
 Visto isto, definimos função radial sob um enfoque algébrico da seguinte maneira:
 7
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Capítulo 1 1.2 O Espaço H1rad(RN)
 Definição 1.1 (Forma Algébrica) Sejam Ω ⊆ RN um conjunto radialmente simétricoe u ∈ L1
 loc(Ω). Dizemos que u é uma função radialmente simétrica se, para cadatransformação linear ortogonal S : RN → RN , a igualdade u(Sx) = u(x) vale para quasetodo x ∈ Ω.
 A forma algébrica pode ser naturalmente generalizada ao conceito de funçõesinvariantes pela ação de um dado subgrupo do grupo O(N) (com operação de composição)de todas as transformações lineares ortogonais de RN (veja a Seção 1.4).
 1.2 O Espaço H1rad(RN)
 Ao utilizarmos métodos variacionais no estudo de equações diferenciais parciais,geralmente é necessário algum resultado de compacidade. Porém, nos problemas em RN ,há uma perda de compacidade nas imersões de Sobolev e não conseguimos as limitaçõesdas sequências de Palais-Smale. A fim de contornarmos esse problema, vamos estudar osubespaço H1
 rad(RN) de H1(RN). Definimos o espaço H1rad(RN) por:
 H1rad(RN) = u ∈ H1(RN) : u(Sx) = u(x), para todo S ∈ O(N).
 Mais adiante, trabalharemos com alguns subespaços convenientes de H1rad(RN) e
 precisaremos de algumas propriedades que as funções destes subespaços herdam dasfunções H1
 rad(RN).
 Sabemos que H1(RN), munido do produto interno
 〈u, v〉 =
 ∫RN
 (∇u∇v + uv)dz, u, v ∈ H1(RN),
 é um espaço de Hilbert, cuja norma correspondente é
 ‖u‖ =
 [∫RN
 (|∇u|2 + |u|2)dz
 ] 12
 , u ∈ H1(RN).
 Teorema 1.2 H1rad(RN) é um espaço de Hilbert.
 Prova. Como H1(RN) é Hilbert, basta mostrarmos que H1rad(RN) é um subespaço
 vetorial fechado de H1(RN). Pela Definição 1.1, temos que 0 ∈ H1rad(RN). Sejam
 u1, u2 ∈ H1rad(RN), α ∈ R e S ∈ O(N). Temos que
 (u1 + αu2)(Sx) = u1(Sx) + αu2(Sx) = u1(x) + αu2(x) = (u1 + αu2)(x) q.t.p. em RN ,
 o que mostra que u1 + αu2 ∈ H1rad(RN). Então, H1
 rad(RN) com a norma induzida porH1(RN) é um espaço vetorial normado.
 8
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Capítulo 1 1.3 Lema de Lions
 Agora, nos resta mostar que H1rad(RN) é fechado. De fato, seja (un) uma sequência em
 H1rad(RN) tal que un → u em H1(RN). Basta mostrar que u é radial. Como H1(RN) está
 imerso continuamente em L2(RN), temos que (un) também converge para u em L2(RN).
 Passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que un(x)→ u(x) para quasetodo x ∈ RN . Portanto,
 u(Sx) = limn→∞
 un(Sx) = limn→∞
 un(x) = u(x)
 para quase todo x ∈ RN . Logo, u ∈ H1rad(RN), o que mostra que H1
 rad(RN) é fechado eisto finaliza a prova.
 1.3 Lema de Lions
 Nesta seção, apresentamos a prova de um resultado, devido a P. L. Lions [4], queserá essencial para estabelecermos a compacidade de algumas imersões de subespaços deH1(RN) nos espaços de Lebesgue. Primeiramente, começamos com um resultado técnico(veja também [13]).
 Lema 1.3 Dado r > 0, existe uma cobertura enumerável de RN por bolas abertas de raior tal que cada ponto de RN está, no máximo, em 4N bolas da cobertura.
 Prova. Escrevamos d = r2e ponhamos
 Q = (k1d, ..., kNd) : k1, ..., kN ∈ Z.
 Consideremos a cobertura enumerável de RN constituída das bolas abertas B(q, r) comq ∈ Q. Dado y = (y1, ...yN) ∈ RN , sejam k1, ..., kN ∈ Z tais que
 y ∈ [k1d, (k1 + 1)d]× ...× [kNd, (kN + 1)d].
 Dado q = (k1d, ..., kNd) ∈ Q, se kj ≤ kj − 2 para algum j ∈ 1, ..., N, então
 |y − q| ≥ |yj − kjd| ≥ yj − kjd ≥ kjd− kjd = (kj − kj)d ≥ 2d = r,
 de modo que, y 6∈ B(q, r).
 De maneira análoga, se kj ≥ kj + 3, então y 6∈ B(q, r). Portanto, se y ∈ B(q, r), entãokj − 1 ≤ kj ≤ kj + 2 para cada j ∈ 1, .., N, de modo que existem, no máximo, 4N bolasnas quais y possa estar.
 Na verdade, existe uma cobertura enumerável de RN por bolas abertas de raio r talque cada ponto de RN está, no máximo, em N + 1 bolas da cobertura. Mas, o Lemaacima é suficiente para nossos propósitos aqui. Uma cobertura como a do Lema 1.3 induzuma partição de RN . Vejamos o seguinte lema:
 9
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Capítulo 1 1.3 Lema de Lions
 Lema 1.4 Seja (B(x, r))x∈X uma cobertura de RN por bolas de mesmo raio r > 0 talque cada ponto de RN esteja, no máximo, em K bolas da cobertura. Então, existe umapartição enumerável (Pz)z∈Z de RN , com Z enumerável, tal que
 (i) Pz ∩B(x, r) = Pz ou Pz ∩B(x, r) = ∅ para cada x ∈ X e cada z ∈ Z.
 (ii) Para cada z ∈ Z, Pz está contido, no máximo, em K bolas da cobertura.
 Prova. Para cada x ∈ X, seja
 Xx = x′ ∈ X : Bx ∩Bx′ 6= ∅\x,
 onde denotamos B(x, r) = Bx para simplificarmos a notação. Para cada z ∈ RN , sejamCz ⊆ X o subconjunto dos centros das bolas da cobertura as quais z pertence,
 Zz :=⋃x∈Cz
 Xx − Cz
 e definamos Pz porPz =
 ⋂x∈Cz
 Bx −⋃x∈Zz
 Bx.
 Agora, dados z1, z2 ∈ RN , mostremos que Pz1 = Pz2 ou Pz1∩Pz2 = ∅. De fato, se existez0 ∈ Pz1 ∩ Pz2 6= ∅, então
 z0 ∈ Pz1 ⊆⋃
 x∈Cz1
 Bx.
 Logo Cz1 ⊆ Cz0 . Suponhamos, ao contrário, que Cz0 6⊆ Cz1 e seja x ∈ Cz0\Cz1 . Temos quez0 ∈ Bx ∩Bx′ 6= ∅ para x′ ∈ Cz1 , logo x ∈ Zz1 . Então,
 z0 6∈ Pz1 =⋂
 x′∈Cz1
 By′ −⋃
 x′∈Zz1
 Bx′ ,
 o que é uma contradição. Logo, Cz1 = Cz0 . Consequentemente, Zz1 = Zz0 , donde segueque Pz1 = Pz0 .
 Analogamente, Pz2 = Pz0 . Portanto, Pz1 = Pz2 . Em virtude disso, a relação R definidapor:
 z1Rz2 se, e somente se Pz1 ∩ Pz2 6= ∅
 é uma relação de equivalência em RN . Seja Z ⊆ RN um conjunto formado porrepresentantes distintos dois a dois das classes de equivalência determinadas pela relação.Então (Pz)z∈Z é uma partição de RN .
 Note que, pelo Teorema de Lindelof segue que podemos considerar Z enumerável.Observe também que para cada z ∈ Z, o conjunto Pz é unicamente determinado por
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 Cz, o conjunto dos centros das bolas da cobertura que contém z, isto é, se z1, z2 ∈ Z
 são distintos, então Cz1 6= Cz2 . Como Cz ⊆ X e ℘(Cz) ≤ K (℘(Cz) é a quantidade desubconjuntos dos centros das bolas as quais z pertence) para cada z ∈ Z, concluímos queZ tem uma quantidade enumerável de elementos.
 Agora, sejam z ∈ Z e x ∈ X quaisquer. Como no começo da nossa demonstração, sex ∈ Cz então Pz ⊆ Bz; em particular, Pz ∩ Bx = Pz. Se x 6∈ Cz então Pz ∩ Bx = ∅. Defato, se existisse z0 ∈ Pz ∩ Bx 6= ∅, então teríamos Pz = Pz0 e Cz = Cz0 , pois z0 ∈ Pz, etambém teríamos x ∈ Cz0 = Cz, pois z0 ∈ Bx, o que é uma contradição. Isto prova (i).
 Pelo argumento acima, Pz está contido em exatamente ℘ ≤ K bolas da cobertura, o quenos dá (ii) e finaliza a prova.
 Agora apresentamos e demonstramos um Lema de Lions:
 Lema 1.5 (P. L. Lions, 1984.) Sejam r > 0, 2 ≤ q < 2∗ e N ≥ 2. Se (un) é limitadaem H1(RN) e se
 supy∈RN
 ∫B(y,r)
 |un|qdz → 0 quando n→∞,
 então un → 0 em Lp(RN) para 2 < p < 2∗.
 Prova. Sejam q < s < 2∗ e N ≥ 3 (o caso N = 2 é tratado de forma análoga). Peladesigualdade de Hölder,
 ‖un‖Ls(B(y,r)) ≤ ‖un‖1−γLq(B(y,r))‖un‖
 γ
 L2∗ (B(y,r)),
 onde 0 < γ < 1 satisfaz1− γq
 +γ
 2∗=
 1
 s.
 Pela imersão contínua de H1(B(y, r)) em L2∗(B(y, r)), obtemos
 ‖un‖Ls(B(y,r)) ≤ C‖un‖1−γLq(B(y,r))
 [∫B(y,r)
 (|un|2 + |∇un|2)dz
 ]γ/2.
 Tomandos =
 2
 2∗(2∗ − q) + q ∈ (q, 2∗)
 temos que, γ = 2se daí∫
 B(y,r)
 |un|sdz ≤ C1‖un‖(1−γ)sLq(B(y,r))
 ∫B(y,r)
 (|un|2 + |∇un|2)dz. (1.1)
 Pelo Lema 1.3, existe uma cobertura enumerável (B(ym, r))m∈N de RN tal que cadaponto de RN está, no máximo, em 4N bolas da cobertura. Usando o Lema 1.4, existe umapartição (Pk)k∈N de RN tal que
 11
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 (i) Pk ∩B(ym, r) = Pk ou Pk ∩B(ym, r) = ∅ para todos m, k ∈ N;
 (ii) Para cada k ∈ N, Pk está contido, no máximo, em 4N das bolas da cobertura.
 Logo, por (1.1) segue que∫RN|un|sdz ≤
 ∞∑m=1
 ∫B(ym,r)
 |un|sdz
 ≤ C1
 (supy∈RN
 ‖un‖(1−γ)sLq(B(y,r))
 )∞∑m=1
 ∫B(ym,r)
 (|∇un|2 + |un|2)dz
 = C1
 (supy∈RN
 ‖un‖(1−γ)sLq(B(y,r))
 )∞∑m=1
 ∞∑k=1
 ∫B(ym,r)∩Pk
 (|∇un|2 + |un|2)dz
 ≤ C1
 (supy∈RN
 ‖un‖(1−γ)sLq(B(y,r))
 )∞∑k=1
 4N∫Pk
 (|∇un|2 + |un|2)dz
 = 4NC1
 (supy∈RN
 ‖u‖(1−γ)sLq(B(y,r))
 )∫RN
 (|∇un|2 + |un|2)dz
 ≤ C2 supy∈RN
 ‖un‖(1−γ)sLq(B(y,r)).
 Assim, un → 0 em Ls(RN). Agora, vamos considerar os valores de p em (2, s) e em(s, 2∗). Suponhamos que 2 < p < s. O caso (s, 2∗) é tratado de modo análogo. Peladesigualdade de Hölder e Sobolev, temos que(∫
 RN|un|pdz
 ) 1p
 ≤ ‖un‖1−γ1
 2 ‖un‖γ1s
 ≤(C2‖un‖H1(RN )
 )1−γ1 ‖un‖γ1s
 ≤ C‖un‖γ1s .
 ondeγ1 =
 p− 2
 s− 2
 s
 p.
 Logo, un → 0 em Lp(RN) para 2 < p < s, o que finaliza a prova do lema.
 1.4 Compacidade nos Espaços de Lebesgue
 Nesta seção, nosso objetivo é demonstrar um resultado de compacidade (Teorema1.9), que garante que a imersão de certos subespaços de H1(RN) é compacta nos espaçosde Lebesgue. Como consequência, obtemos um lema devido a Strauss [19] (Lema 1.11).Antes disso, precisamos de algumas definições.
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 Definição 1.6 (i) Sejam G um subgrupo de O(N), y ∈ RN e r > 0. Definimos
 m(y, r, G) := supn ∈ N : ∃g1, ..., gn ∈ G : j 6= k implica B(gjy, r)∩B(gky, r) = ∅
 (ii) Um subconjunto Ω de RN é G-invariante se gΩ = Ω para todo g ∈ G.
 (iii) Um subconjunto G-invariante Ω de RN é compatível com G se, para algum r > 0,
 lim|y|→∞
 dist(y,Ω)≤r
 m(y, r, G) =∞.
 Note que, que se Ω = RN então a condição dist(y,Ω) ≤ r é dispensável. Por exemplo,G = O(2) é compatível com o R2 pois à medida que o raio desta rotação cresce, o númerode bolas disjuntas, como em (i), também cresce.
 Definição 1.7 (i) Uma ação de um grupo topológico1 G sobre um espaço vetorialnormado H é uma aplicação contínua G × H → H, (g, u) = gu satisfazendoas seguintes condições:
 (a) g : H → H é linear
 (b) (gh)(u) = g(hu)
 (c) 1u = u.Se
 (d) ‖gu‖ = ‖u‖ para todo u ∈ H, a ação é dita isométrica.
 Definição 1.8 (i) Sejam G um subgrupo de O(N) e Ω um conjunto aberto G-invariantede RN . A ação de G sobre H1
 0 (Ω) é definida por
 gu(x) := u(g−1x). (1.2)
 Note que a definição acima faz sentido, pois se x ∈ Ω então g−1x ∈ Ω. No ApêndiceC, mostramos que, de fato, (1.2) é uma ação conforme a definição anterior.
 (ii) O subespaço das funções invariantes de H10 (Ω) é definido por
 H10,G(Ω) := u ∈ H1
 0 (Ω) : gu = u,∀g ∈ G
 Facilmente, temos que H10,G(Ω) é um subespaço fechado de H1
 0 (Ω)(demonstraçãoanáloga ao Teorema 1.2). Logo, também é um espaço de Hilbert.
 1Um grupo topológico é um grupo munido de uma topologia de modo que a multiplicação e a inversãosejam ambas contínuas.
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 Agora, vamos apresentar e demonstrar alguns resultados de compacidade que serãoutilizados no Capítulo 2.
 Teorema 1.9 Se Ω é compatível com G, então as seguintes imersões são compactas
 H10,G(Ω) → Lp(Ω), 2 < p < 2∗.
 Prova. Seja (un) em H10,G(Ω) uma sequência limitada qualquer. Passando a uma
 subsequência, se necessário, podemos supor que un u ∈ H10,G(Ω). Note que, vn =
 un − u 0, logo basta mostrarmos que vn → 0 em Lp(Ω). Para cada n ∈ N, temos,usando o Teorema de Mudança de Variável,∫
 B(y,r)
 |vn|2dz =1
 m(y, r, G)
 m(y,r,G)∑j=1
 ∫B(gjy,r)
 |vn|2dz ≤supn∈N ‖vn‖2
 2
 m(y, r, G). (1.3)
 Como G é compatível com Ω, temos que m(y, r, G) → ∞, quando |y| → ∞. Logo, peladesigualdade (1.3) segue que, para cada ε > 0, existe um R = R(ε) > 0 tal que
 sup|y|≥R
 ∫B(y,r)
 |vn|2dz ≤ ε, para todo n ∈ N. (1.4)
 Pelo Teorema de Imersão de Rellich-Kondrachov (veja Teorema A.7 no apêndice A), temostambém que ∫
 B(0,R+r)
 |vn|2dz → 0.
 Em particular, existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que∫B(y,r)
 |vn|2dz ≤∫B(0,R+r)
 |vn|2dz ≤ ε, se |y| ≤ R e n ≥ n0. (1.5)
 Combinando (1.4) e (1.5), obtemos
 supy∈RN
 ∫B(y,r)
 |vn|2dz → 0, quando n→∞
 e o resultado segue pelo Lema 1.5 (Lema de Lions).
 Corolário 1.10 Sejam Nj ∈ N, Nj ≥ 2, j = 1, ..., k,k∑j=1
 Nj = N e
 G := O(N1)×O(N2)× ...×O(Nk).
 Então, as seguintes imersões são compactas
 H1G(RN) → Lp(RN), 2 < p < 2∗.
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 Prova. Primeiramente, vamos mostrar que G = O(2) é compatível com o R2. De fato,dados n ∈ N e r > 0, sejam
 xj = R
 (cos
 (j2π
 n
 ), sen
 (j2π
 n
 )), R > 0
 e gj : R2 → R2 uma transformação linear ortogonal, mais precisamente, uma rotação queleva (R, 0) a xj, para j = 0, 1, ..., n. Logo,
 |xj+1 − xj|2 = 2R2
 [1−
 (cos(j + 1)
 2π
 n
 )cos
 (j2π
 n
 )+
 (sen(j + 1)
 2π
 n
 )sen(j2π
 n
 )]= 2R2
 (1− cos
 (2π
 n
 ))→∞, quando R→∞.
 Assim, para R > 0 suficientemente grande, temos que se |y| ≥ R, j1, j2 ∈ 1, ..., n ej1 6= j2, então |xj1 − xj2| ≥ 2r, de modo que B(gj1y, r) ∩B(gj2y, r) = ∅. Logo,
 m(y, r, O(2)) ≥ n sempre que |y| ≥ R.
 De maneira análoga, mostraremos que G = O(M) é compatível com RM . Dado y ∈ RM
 com |y| ≥ R, consideremos uma circunferência de centro em 0 e passando por y. O grupoO(M) contém todas as rotações dessa circunferência. Logo, se R é suficientemente grande,então podemos obter g1, ..., gn ∈ O(M) tais que B(gj1y, r) ∩ B(gj2y, r) = ∅ sempre quej1, j2 ∈ 1, ..., n e j1 6= j2. Portanto, se |y| ≥ R então
 m(y, r, O(M)) ≥ n.
 No caso geral, dado y = (y1, ..., yk) ∈ RN1 × ... × RNk com |y| ≥ R√k > 0, existe
 j ∈ 1, ..., k tal que|yj|RNj ≥ R.
 Pelo paragráfo anterior, temos que
 m(yj, r, O(Nj)) ≥ n.
 Portanto, se |y| ≥ R√k então
 m(y, r, O(N)) ≥ m(yj, r, O(Nj)) ≥ n,
 o que completa a demonstração.
 Corolário 1.11 (Strauss, 1977) Seja N ≥ 2. Então, as seguintes imersões sãocompactas
 H1rad(RN) → Lp(RN), 2 < p < 2∗.
 Prova. Basta observarmos que, pela definição de função radial, H1rad(RN) = H1
 O(N)(RN)
 e daí aplicamos o Corolário 1.10 com N1 = N.
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 1.5 Princípio de Criticalidade Simétrica
 Antes de introduzirmos o Princípio da Criticalidade Simétrica, algumas definições sãonecessárias.
 Definição 1.12 Considere a ação de um grupo topológico G sobre um espaço vetorialnormado H.
 (i) O espaço de pontos invariantes desta ação é o subespaço fechado de H definido por
 Fix(G) = u ∈ H : gu = u,∀g ∈ G
 (ii) Um conjunto A ⊂ H é G-invariante se g(A) = A, ∀g ∈ G.
 (iii) Um funcional J : H → R é G-invariante se J g = J,∀g ∈ G.
 (iv) Uma aplicação f : H → H é G-invariante se f g = g f, ∀g ∈ G.
 Teorema 1.13 (Princípio de Criticalidade Simétrica) Assuma que a ação de umgrupo topológico G sobre um espaço de Hilbert (H, 〈, 〉) seja isométrica. Se I ∈ C1(H,R)
 é invariante e u é ponto crítico de I restrito a Fix(G), então u é um ponto crítico de Iem H.
 Prova. Note que, para cada g ∈ G e u ∈ H,
 〈I ′(gu), v〉 = limt→0
 I(gu+ tv)− I(gu)
 t= lim
 t→0
 I(g(u+ tg−1v))− I(gu)
 t,
 e desde que I é invariante temos que
 〈I ′(gu), v〉 = limt→0
 I(u+ tg−1v)− I(u)
 t= 〈I ′(u), g−1v〉. (1.6)
 Pelo Teorema da Representação de Riesz, podemos definir ∇I : H → H por
 〈I ′(u), v〉 = 〈∇I(u), v〉 e ‖I ′(u)‖ = ‖∇I(u)‖ para todo v ∈ V.
 Portanto,
 〈I ′(gu), v〉 = 〈∇I(gu), v〉 e 〈I ′(u), (g−1v)〉 = 〈∇I(u), g−1v〉 para todo v ∈ V.
 Logo, por (1.6), segue que
 〈∇I(gu), v〉 = 〈∇I(u), g−1v〉. (1.7)
 16
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 Note que ∇I é invariante com relação a ação de grupo, isto é,
 g ∇I = ∇I g,∀g ∈ G.
 De fato, temos que
 ‖∇I(u) + g−1v‖2 = ‖∇I(u)‖2 + 2〈∇I(u), g−1v〉+ ‖g−1v‖2
 e como a ação é isométrica
 ‖∇I(u) + g−1v‖2 = ‖∇I(u)‖2 + 2〈∇I(u), g−1v〉+ ‖v‖2. (1.8)
 Além disso, também temos
 ‖g∇I(u) + v‖2 = ‖g∇I(u)‖2 + 2〈g∇I(u), v〉+ ‖gv‖2,
 = ‖∇I(u)‖2 + 2〈g∇I(u), v〉+ ‖v‖2. (1.9)
 Observando que
 ‖g∇I(u) + v‖2 = ‖g∇I(u) + g(g−1v)‖2
 = ‖g(∇I(u)) + g−1v‖2
 = ‖∇I(u) + g−1(v)‖2,
 de (1.8) e (1.9) segue que
 〈∇I(u), g−1v〉 = 〈g∇I(u), v〉.
 Por (1.7)〈∇I(gu), v〉 = 〈g∇I(u), v〉 para todo v ∈ V,
 donde segue que,
 ∇I(gu) = g∇I(u). (1.10)
 Agora, vamos provar que u é um ponto crítico de I restrito a Fix(G) em H. Comou ∈ Fix(G), g(u) = u,∀g ∈ G. Assim, por (1.10), temos que
 ∇I(u) ∈ Fix(G).
 Como u é ponto crítico de I restrito a Fix(G), temos
 〈∇I(u), v〉 = 〈I ′(u), v〉 = 0, para todo v ∈ Fix(G),
 o que implica∇I(u) ∈ Fix(G)⊥.
 Portanto,∇I(u) ∈ Fix(G) ∩ Fix(G)⊥,
 mostrando que ∇I(u) = 0 em H, donde segue que u é ponto crítico de I em H.
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 Potencial Constante e Não Linearidade
 do Tipo Potência Subcrítica
 Neste capítulo, nosso objetivo é estabelecer a existência de uma solução radial positiva,bem como uma solução não radial que muda de sinal, para o problema elíptico (P )
 apresentado na Introdução, quando V (z) ≡ 1 e f(z, u) = |u|p−2u, 2 < p < 2∗. Maisprecisamente, consideramos o problema
 −∆u+ u = |u|p−2u, u ∈ H1(RN). (P1)
 Entendemos por uma solução radial ou (radialmente simétrica), uma solução que estejaem H1
 rad(RN). Inicialmente, para a obtenção de uma solução radial positiva, podemosconsiderar N ≥ 2. Dizemos que u ∈ H1(RN) é uma solução fraca de (P1) se ela satisfaza igualdade ∫
 RN(∇u∇v + uv)dz =
 ∫RN|u|p−2uvdz para todo v ∈ H1(RN).
 Em um primeiro momento, como estamos interessados em soluções positivas, ofuncional energia associado a (P1) pode ser dado por
 ϕ(u) =1
 2‖u‖2 − 1
 p
 ∫RN
 (u+)pdz, (2.1)
 o qual está bem definido e é de classe C1 em H1(RN) (veja [21, pág. 9]). Além disso, suaderivada é dada por
 〈ϕ′(u), v〉 =
 ∫RN
 (∇u∇v + uv)dz −∫RN
 (u+)p−1vdz para u, v ∈ H1(RN). (2.2)
 Observação 2.1 Notemos que se u é um ponto crítico do funcional ϕ, então u é umasolução fraca não negativa de (P1). De fato, tomando v = −u− ∈ H1(RN) em (2.2),
 18
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 temos que∫RN
 [∇(u+ − u−)∇(−u−) + (u+ − u−)(−u−)]dz =
 ∫RN
 (u+)p−1(−u−)dz,
 de onde obtemos que
 ‖u−‖2 =
 ∫RN
 [|∇u−|2 + (u−)2]dz = 0,
 ou seja, u− = 0. Logo, u = u+ ≥ 0 e de (2.2) segue que u é uma solução fraca de (P1).
 2.1 Solução Radial Positiva
 Um dos principais resultados deste capítulo é o seguinte:
 Teorema 2.2 (Strauss [19]) Se N ≥ 2 e 2 < p < 2∗, então o problema (P1) possuiuma solução clássica radialmente simétrica e positiva.
 Para demonstrarmos este teorema, vamos estabelecer alguns lemas.
 Lema 2.3 Se u é solução fraca de (P1), então u ∈ C2,αloc (RN), ou seja, toda solução fraca
 é uma solução clássica.
 Prova. Suponha que u ∈ H1(RN) satisfaça
 −∆u = |u|p−2u− u em RN (no sentido fraco).
 Logo, se escrevermos ψ(x, s) := |s|p−2s− s segue que
 |ψ(x, s)| ≤ a(x)(1 + |s|) para todo x ∈ RN e s ∈ R,
 onde a(x) := ||u(x)|p−2 − 1|. Agora, se K ⊂ RN é um compacto, temos que∫K
 ||u(x)|p−2 − 1|N/2dx ≤ C|K|+∫K
 |u(x)|(p−2)N/2dx <∞,
 pois (p−2)N/2 < 2∗. Portanto, a(x) está em LN/2loc (RN) e aplicando o Teorema de Brézis-
 Kato (veja Teorema A.7 do Apêndice A), podemos concluir que u ∈ Lploc(RN) para todop ≥ 1. Usando o resultado de regularidade de Agmon, Douglas e Nirenberg (veja TeoremaA.8 do Apêndice A), u ∈ W 2,p
 loc (RN) para todo p ≥ 1. Assim, para p suficientementegrande segue, das imersões de Sobolev, que u ∈ C0,α
 loc (RN), o que implica que |u|p−2u− 1
 também está em C0,αloc (RN). Finalmente, pela teoria de regularidade de Schauder (veja
 Teorema A.9 do Apêndice A), u ∈ C2,αloc (RN) e a prova está finalizada.
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 Definição 2.4 Sejam X um espaço de Banach e J : X → R um funcional de classe C1
 em X. Uma sequência (un) em X é dita de Palais-Smale no nível c ∈ R para J (sequência(PS)c para resumir), se
 J(un)→ c e J ′(un)→ 0.
 Dizemos que o funcional verifica a condição de Palais-Smale no nível c ∈ R (condição(PS)c para resumir) se toda sequência (PS)c para J possui uma subsequência convergenteem X. O funcional J satisfaz a condição de Palais-Smale (condição (PS)) se satisfaz acondição (PS)c para todo c ∈ R.
 Neste ponto, vamos considerar a ação definida em (1.2) do grupo G = O(N) sobreH1(RN) e trabalhar com o funcional ϕ, definido em (2.1), restrito a H1
 rad(RN). Vamosdenotar Ψ = ϕ|H1
 rad(RN ).
 Lema 2.5 O funcional Ψ satisfaz a condição (PS).
 Prova. Sejam c ∈ R e (un) uma sequência (PS)c para Ψ. Para n suficientemente grande,temos
 Ψ(un)− 1
 p〈Ψ′(un), un〉 ≤ c+ 1 + ‖un‖.
 Por outro lado,
 Ψ(un)− 1
 p〈Ψ′(un), un〉 =
 1
 2‖un‖2 − 1
 p
 ∫RN
 (u+n )pdz − 1
 p‖un‖2 +
 1
 p
 ∫RN
 (u+n )pdz
 =
 (1
 2− 1
 p
 )‖un‖2,
 de onde segue que
 c+ 1 + ‖un‖ ≥(
 1
 2− 1
 p
 )‖un‖2.
 Logo, (un) deve ser limitada em H1(RN). De fato, suponha que não seja. Então, a menosde subsequência, ‖un‖ → +∞. Dividindo a desigualdade anterior por ‖un‖2, obtemos
 1
 2− 1
 p≤ c+ 1
 ‖un‖2+
 1
 ‖un‖
 e fazendo n→∞ tem-se que 1/2−1/p ≤ 0, isto é, p ≤ 2, o que é uma contradição. Desdeque H1
 rad(RN) é um espaço de Hilbert, a menos de subsequência, un u em H1rad(RN).
 Pelo Corolário 1.11, un → u em Lp(RN) para 2 < p < 2∗. Logo, a menos de subsequência,un → u q.t.p. em RN e existe h ∈ Lp(RN) tal que |un| ≤ h q.t.p. em RN . Daí, temos que
 |u+n |p−1 ≤ |un|p−1 ≤ hp−1 ∈ Lq(RN),
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 onde q = pp−1
 . Em seguida, notemos que
 ‖un − u‖2 = ‖un‖2 − 2
 ∫RN
 (∇un∇u+ unu)dz + ‖u‖2
 = 〈Ψ′(un), un − u〉 − 〈Ψ′(u), un − u〉+
 ∫RN
 [(u+n )p−1 − (u+)p−1](un − u)dz.
 Pela desigualdade de Hölder e usando o fato que (u+)p−1 ∈ Lq(RN), temos∣∣∣∣∫RN
 [(u+n )p−1 − (u+)p−1](un − u)dz
 ∣∣∣∣ ≤ |(u+n )p−1 − (u+)p−1|q|un − u|p
 ≤ (|hp−1|q + |(u+)p−1|q)|un − u|p → 0
 Agora, desde que Ψ′(un)→ 0 e (un) é limitada
 |〈Ψ′(un), un − u〉| ≤ ‖Ψ′(un)‖‖un − u‖ → 0,
 Ademais, 〈Ψ′(u), un − u〉 → 0 pela convergência fraca un u em H1rad(RN). Portanto,
 ‖un − u‖ → 0 e a prova está concluída.
 Prova do Teorema 2.2. Para obtermos um ponto crítico para Ψ, nosso intuito éaplicar o Teorema do Passo da Montanha (veja Teorema A.3 do Apêndice A). Para isto,falta apenas verificarmos que Ψ satisfaz a geometria do passo da montanha (condições (i)e (ii) do Teorema A.3).
 Como (u+)p ≤ |u|p, segue que
 Ψ(u) =1
 2‖u‖2 − 1
 p
 ∫RN
 (u+)pdz
 ≥ 1
 2‖u‖2 − 1
 p|u|pp
 (2.3)
 Pela desigualdade de Sobolev, existe uma constante C0 > 0 tal que
 |u|p ≤ C0‖u‖.
 Assim, de (2.3), obtemos
 Ψ(u) ≥ 1
 2‖u‖2 − Cp
 0
 p‖u‖p
 = ‖u‖2
 (1
 2− C
 p‖u‖p−2
 ).
 Se ‖u‖ = r então
 Ψ(u) ≥ r2
 (1
 2− C
 prp−2
 ).
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 Logo, se r é suficientemente pequeno, temos que
 ρ := r2
 (1
 2− C
 prp−2
 )> 0.
 Portanto, inf‖u‖=r
 Ψ(u) ≥ ρ > 0. Agora, se u ∈ H1rad(RN), u+ 6= 0 e t > 0 então
 Ψ(tu) =1
 2‖tu‖2 − 1
 p
 ∫RN
 (tu+)pdz
 =t2
 2‖u‖2 − tp
 p|u+|pp,
 o que implica que Ψ(tu) < 0 para t suficientemente grande. Tomando e = tu, concluímosa prova da geometria do passo da montanha. Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha,obtemos um ponto crítico não trivial u de Ψ. Como a ação de G = O(N) sobre H1(RN)
 é isométrica (caso análogo ao Exemplo 1 no Apêndice C), pelo Princípio de CriticalidadeSimétrica, temos que u é um ponto crítico não trivial de ϕ. Pelo Lema 2.3 e pelaObservação 2.1, u é uma solução clássica radial não-trivial e não-negativa de (P1).
 Agora, mostremos que u(x) > 0 para todo x ∈ RN . Suponha, por contradição, queexista x0 ∈ RN tal que u(x0) = 0. Considere B(x0, r) uma bola aberta arbitrária centradaem x0. Desde que
 −∆u+ u ≥ 0 em B(x0, r),
 devemos ter, pelo Princípio do Máximo Forte (veja Teorema A.5 do Apêndice A), u ≡ 0
 em B(x0, r). Como a bola é arbitrária, então u = 0, o que é um absurdo. Portanto, temosa positividade de u e a prova do teorema está completa.
 2.2 Solução Não Radial que Muda de Sinal
 Nesta seção, vamos demonstrar um resultado (veja Bartsch-Willem [3]) que afirma queo problema (P1) também tem solução não radial para N = 4 ou N ≥ 6. Note que, o casoN = 5 não é considerado, pois há uma limitação dos metódos utilizados por estes autores.Mais precisamente, temos o seguinte teorema:
 Teorema 2.6 (Bartsch-Willem, 1993) Se N = 4 ou N ≥ 6 e 2 < p < 2∗, então oproblema (P1) tem uma solução não radial clássica que muda de sinal.
 Prova. Aqui, vamos considerar o funcional ϕ dado por
 ϕ(u) =1
 2‖u‖2 − 1
 p
 ∫RN|u|pdz, (2.4)
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 o qual está bem definido, é de classe C1 em H1(RN) e tem derivada dada por
 〈ϕ′(u), v〉 =
 ∫RN
 (∇u∇v + uv)dz −∫RN|u|p−2uvdz para u, v ∈ H1(RN). (2.5)
 Observemos que um ponto crítico de ϕ corresponde a uma solução fraca de (P1). Se N = 4
 ou N ≥ 6, então é possível encontrarmos m ≥ 2 tal que N − 2m = 0 ou N − 2m ≥ 2.
 Neste caso, vamos considerar a ação do subgrupo G = O(m)×O(m)×O(N − 2m) sobreH1(RN) definida, como antes, por
 (gu)(x) = u(g−1x).
 Se olharmos para RN como sendo o espaço Rm ⊕ Rm ⊕ RN−2m, podemos ver G comoa classe das transformações ortogonais pelas quais cada uma das três parcelas é umsubespaço invariante. As matrizes representando elementos de G são matrizes em quea diagonal principal contém três blocos de tamanho m,m e N − 2m, respectivamente,e o restante das entradas é 0. Pelo Corolário 1.10, a imersão
 H1G(RN) → Lp(RN), 2 < p < 2∗
 é compacta. Relembremos que, H1G(RN) é o subespaço de H1(RN) constituído pelas
 funções invariantes pela ação descrita acima. Agora, consideremos a transformaçãoτ ∈ O(N), definida sobre RN = Rm ⊕ Rm ⊕ RN−2m, por
 τ(x1, x2, x3) = (x2, x1, x3)
 e a ação do subgrupo H = 〈id, τ〉 sobre H1G(RN) definida por
 (hu)(x) =
 u(x), se h = id
 −u(h−1x), se h = τ.(2.6)
 Note que esta ação está bem definida e é isométrica (veja o Exemplo 1 no Apêndice C).Observemos que
 W ≡ FixH1G(RN )(H) = u ∈ H1
 G(RN) : τu = u 6= 0.
 Por exemplo, tomando ψ1, ψ2 ∈ C∞0 (RN−2m) e radiais, e ψ3 ∈ C∞0 (Rm), não-negativa eradial, temos que ψ : Rm × Rm × RN−2m → R definida por
 ψ(x1, x2, x3) = log1 + ψ3(x1)ψ1(x3)
 1 + ψ3(x2)ψ2(x3), (x1, x2, x3) ∈ Rm × Rm × RN−2m
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 está em W . De fato,
 τψ(x1, x2, x3) = −ψ(τ−1(x1, x2, x3))
 = −ψ(τ(x1, x2, x3))
 = −ψ(x2, x1, x3)
 = −log1 + ψ3(x2)ψ2(x3)
 1 + ψ3(x1)ψ1(x3)
 = log1 + ψ3(x1)ψ1(x3)
 1 + ψ3(x2)ψ2(x3)
 = ψ(x1, x2, x3).
 Além disso, a única função radial em W é a função identicamente nula. Com efeito,se u0 ∈ W é radial, então
 u0(x) = −u0(τ−1x) = −u0(x)
 para quase todo ponto x ∈ RN , o que mostra que u0 = 0. Como W é um subespaçofechado de H1
 G(RN), as imersões
 W → Lp(R), 2 < p < 2∗
 são também compactas. Como na prova do Teorema 2.2, o funcional Ψ satifaz a condição(PS) e possui a geometria do passo da montanha. Logo, pelo Teorema do Passo daMontanha, Ψ tem um ponto crítico não-trivial u ∈ W . Usando o Princípio de CriticalidadeSimétrica, u é um ponto crítico de ϕ e, portanto, uma solução fraca não-trivial de (P1).Do Lema 2.3, segue u é uma solução clássica não nula de (P1) pertencente a W . Assim,u é não radial e, desde que u(x) = −u(τ−1x) temos que u muda de sinal, o que completaa demonstração.
 24

Page 31
                        

Capítulo 3
 Potencial e Não Linearidade
 Parcialmente Periódicos e Radiais
 Neste capítulo, baseados no trabalho de (Lorca-Ubilla [12]), vamos estabelecer aexistência de uma solução simétrica positiva, bem como uma solução não simétrica, quemuda de sinal, para o problema elíptico semilinear
 −∆u+ V (z)u = f(z, u), u ∈ H1(RN), (P )
 onde N ≥ 4, V : RN → R é um potencial contínuo não-negativo e f : RN ×R→ R é umafunção contínua. Mais precisamente, as funções V e f satisfazem as seguintes hipóteses:
 (V0) infz∈RN
 V (z) := b0 > 0;
 (f1) lims→0
 f(z, s)
 s= 0 uniformemente para z ∈ RN .
 (f2) Existem constantes a1, a2 > 0 tais que
 |f(z, s)| ≤ a1 + a2|s|p com 1 < p < 2∗ − 1,
 para todo z ∈ RN e s ∈ R;
 (f3) Existe uma constante µ > 2 tal que 0 < µF (z, s) ≤ sf(z, s) para todo z ∈ RN es 6= 0, onde F (z, s) =
 ∫ s0f(z, t)dt.
 (f4) f(z,−s) = −f(z, s) para todo s ∈ R e z ∈ RN .
 (f5) Seja RN = RN1 × R2M , onde N1 ≥ 0 e M ≥ 2. Existe T = (T1, ..., TN1) ∈ RN1
 onde Ti ≥ 0 para i = 1, ..., N1, tal que para z = (x, y) ∈ RN1 × R2M e para todog ∈ O(2M), temos
 f(x1, ..., xi + Ti, ..., xN1 , y, u) = f(x, g(y), u),
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 V (x1, ..., xi + Ti, ..., xN1 , y) = V (x, g(y)),
 com i = 1, ..., N1, x = (x1, ..., xN1) e O(2M) o grupo ortogonal em R2M .
 Com base na notação da condição (f5), o principal resultado deste capítulo é enunciadocomo segue:
 Teorema 3.1 Suponha que as hipóteses (V0), (f1)− (f5) sejam satisfeitas e considere queN ≥ 4. Então, o problema (P ) tem duas soluções não-triviais em H1(RN). Uma soluçãoé positiva em RN e radial na variável y. A outra solução muda de sinal e é não-radial navariável y.
 No Capítulo 2, não pudemos considerar o caso em que a dimensão era N = 5, quandoestávamos buscando a existência de solução não radiais. Neste capítulo, mostraremos queé possível encontrarmos soluções não-simétricas para o problema (P ) para todo N ≥ 4.O argumento aqui nos permite considerar o caso N = 5, pois buscamos soluções que sãonão-simétricas na variável y ∈ R2M .
 3.1 Resultados Preliminares
 O funcional de Euler-Lagrange ϕ : E → R associado a (P ) pode ser definido por
 ϕ(u) =1
 2
 ∫RN
 (|∇u|2 + V (z)u2)dz −∫RNF (z, u)dz,
 ondeE =
 u ∈ H1(RN) :
 ∫RNV (z)u2dz <∞
 .
 O espaço E acima, munido com o produto interno e a correspondente norma dados,respectivamente, por
 〈u, v〉E =
 ∫RN
 (∇u∇v + V (z)uv)dz e ‖u‖2E =
 ∫RN
 (|∇u|2 + V (z)u2)dz
 é um espaço de Hilbert (veja teorema abaixo). Note que quando o potencial V (z) élimitado, temos que E coincide com o H1(RN).
 Teorema 3.2 O espaço (E, ‖ · ‖E) é de Banach.
 Prova. É imediato concluir que E é um espaço vetorial normado com a norma ‖ · ‖E.Vamos verificar que E é completo. Seja (un) ⊂ E uma sequência de Cauchy. Portanto,
 ‖un − um‖2E = |∇un −∇um|22 + |(V (z)
 12un)− (V (z)
 12um)|22 → 0, m, n→∞.
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 Assim, (un) é de Cauchy em H1(RN) e V (z)12un é de Cauchy em L2(RN). Logo, existem
 u ∈ H1(RN) e v ∈ L2(RN) verificando un → u em H1(RN) e V (z)12un → v em L2(RN).
 Como H1(RN) → L2∗(RN) continuamente, temos que un → u em L2∗(RN) e daí, a menosde subsequência,
 un → u q.t.p. em RN .
 Por outro lado,V (z)
 12un → v q.t.p. em RN ,
 e com isso, v = V (z)12u, mostrando que
 ∫RN V (z)u2dz <∞, ou seja, u ∈ E. Assim, segue
 que (un) converge para u em E, verificando que E é um espaço de Banach.
 Observemos que pela hipótese (V0),
 ‖u‖2 = |∇u|22 + |u|22 ≤ |∇u|22 +1
 b0
 |V (z)∇u|22
 ≤ min1, 1/b0‖u‖2E,
 o que implica que E está imerso continuamente em H1(RN) e portanto em Lp(RN) para2 ≤ p ≤ 2∗. Além disso, o funcional ϕ está bem definido em E e, mais ainda, é de classeC1 em E (veja o Apêndice B).
 Para obtermos uma sequência de Palais-Smale para o funcional ϕ, vamos usar aseguinte versão do Teorema do Passo da Montanha (veja [21]), que não requer a condiçãode Palais-Smale. Apesar desta versão não garantir ponto crítico, ela garante umasequência (PS) no nível do passo da montanha.
 Teorema 3.3 Sejam H um espaço de Hilbert, ψ ∈ C1(H,R), e ∈ H e r > 0 tais que
 ‖e‖ > r e inf‖u‖=r
 ψ(u) > ψ(0) ≥ ψ(e).
 Então, existe uma sequência (un) tal que
 ψ(un)→ c e ψ′(un)→ 0
 ondec = inf
 γ∈Γmaxt∈[0,1]
 Ψ(γ(t)) > 0 e Γ = γ : [0, 1]→ H : γ(0) = 0, γ(1) = e.
 Os lemas a seguir são essenciais para obtermos um resultado de compacidaderelacionado ao problema (P ).
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 Lema 3.4 Seja Ajj∈N uma sequência de conjuntos abertos de RN1 tais que(a) RN1 = ∪j∈NAj e Ai ∩ Aj = ∅ se i 6= j;(b) Existe uma constante C0 > 0 tal que, para todo j ∈ N,
 ‖u‖L2∗ (Aj) ≤ C0‖u‖H1(Aj), para todo u ∈ H1(Aj).
 Seja (un) uma sequência limitada de H1(RN). Se
 supj∈N
 ∫Aj×R2M
 |un|qdz → 0, q ∈ [2, 2∗) fixo,
 então un → 0 em Lp(RN) para todo 2 < p < 2∗.
 Prova. Sejam u ∈ H1(RN) e q < s < 2∗, onde s = (1 − λ)q + λ2∗ com 0 < λ < 1. Peladesigualdade de Hölder
 ‖un‖sLs(Aj×R2M ) ≤ ‖un‖q(1−λ)
 Lq(Aj×R2M )‖un‖2∗λ
 L2∗ (Aj×R2M ).
 Agora, usando a desigualdade de Sobolev, obtemos
 ‖un‖sLs(Aj×R2M ) ≤ C2∗λ0 ‖un‖
 q(1−λ)
 Lq(Aj×R2M )
 [∫Aj×R2M
 (u2n + |∇un|2)dz
 ]2∗ λ2
 .
 Escolhendo λ = 22∗, temos∫
 Aj×R2M
 |un|sdz ≤ C20‖un‖
 2qN
 Lq(Aj×R2M )
 ∫Aj×R2M
 (u2n + |∇un|2)dz.
 Desde que ∪j∈NAj = RN1 , tomando o supremo, usando o fato que (un) é limitada, segueque ∫
 RN1×R2M
 |un|sdz ≤ C20
 [supj∈N
 ∫Aj×R2M
 |un|qdz
 ] 2N
 ,
 o que mostra que un → 0 em Ls(RN1 × R2M). Argumentando como na parte final daprova do Lema 1.5, usando a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev, un → 0
 em Lp(RN) para todo p ∈ (2, 2∗).
 Agora, vamos fazer algumas definições semelhantes às da Seção 1.4.
 Definição 3.5 (i) Seja G um subgrupo de O(2M). Dizemos que R2M é compatível comG se, para algum r > 0, lim|y|→∞m(y, r, G) = +∞, onde
 m(y, r, G) = supn∈Nn ∈ N : ∃g1, ..., gn ∈ G : j 6= k então B(gj(y), r) ∩B(gk(y), r) = ∅
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 e B(gk(y), r) ⊂ R2M é uma bola de raio r e centro gk(y).
 (ii) Se R2M é compatível com G, consideramos a ação isométrica de G sobre E dadapor
 (gu)(x, y) = u(x, g−1y), ∀(x, y) ∈ RN1 × R2M e g ∈ G.
 (iii) Denotamos por EG o subespaço das funções invariantes pela ação definida sobre E,isto é,
 EG = u ∈ E : gu = u,∀g ∈ G.
 Temos o seguinte resultado de compacidade, que será essencial em nossos propósitos:
 Lema 3.6 Se R2M é compatível com G, a imersão EG → Lp(Ω× R2M) é compacta paratodo domínio limitado Ω do RN1 e todo p ∈ (2, 2∗).
 Prova. Suponha que un 0 em EG e seja r um número dado pela Definição 3.5. Paratodo n ∈ N,
 m(y, r, G)
 ∫Ω×B(y,r)
 u2ndz =
 m(y,r,G)∑i=1
 ∫Ω×B(gi(y))
 u2ndz
 ≤∫
 Ω×R2M
 u2ndz
 ≤ supn|un|22.
 Por esta desigualdade e desde que R2M é compatível com G, dado ε > 0 existe R > 0 talque
 sup|y|>R
 ∫Ω×B(y,r)
 u2ndz ≤ ε
 Pela imersão compacta de E em L2(Ω×B(0, r +R)),
 sup|y|≤R
 ∫Ω×B(y,r)
 u2ndz → 0.
 Assim, obtemossupy∈R2M
 ∫Ω×B(y,r)
 u2ndz → 0.
 Pelo Lema 3.4, concluímos que un → 0 em Lp(Ω× R2M) para 2 < p < 2∗.
 3.2 Resultado Principal
 Antes de proceder com na demonstração do Teorema 3.1, precisamos do seguinte lemaque é uma consequência da condição (f3).
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 Lema 3.7 Seja f : RN × R→ R uma função contínua. Suponha que
 0 < µF (x, t) ≤ tf(x, t), (3.1)
 para todo x ∈ RN e t 6= 0, onde F (x, t) =∫ t
 0f(x, s)ds. Se K ⊂ RN é um compacto, então
 existe constante C > 0 tal que
 |F (x, t)| ≥ C|t|µ − C,
 para todo t ∈ R e x ∈ K. A condição (3.1) é conhecida como a condição clássica deAmbrosetti-Rabinowitz.
 Prova. Por (3.1), para t > 1 e x ∈ K temos que
 0 <µ
 t≤ f(x, t)
 F (x, t),
 e integrando obtemos ∫ t
 1
 µ
 zdz ≤
 ∫ t
 1
 f(x, z)
 F (x, z)dz.
 Logo,
 µ ln t ≤ lnF (x, t)− lnF (x, 1).
 Assim, obtemos ln tµ ≤ ln[F (x, t)/F (x, 1)] e daí
 F (x, t) ≥ F (x, 1)tµ ≥ C1tµ para t > 1 e x ∈ K, (3.2)
 onde C1 = minx∈K
 F (x, 1) > 0. Usando novamente (3.1), para t < −1 e x ∈ K, temos
 f(x, t)
 F (x, t)≤ µ
 t,
 o que implica ∫ −1
 t
 f(x, z)
 F (x, z)dz ≤
 ∫ −1
 t
 µ
 zdz, t < −1, x ∈ K.
 Portanto, como anteriormente, segue que
 F (x, t) ≥ F (x,−1)|t|µ ≥ C2|t|µ para t < −1 e x ∈ K. (3.3)
 onde C2 = minx∈K
 F (x,−1) > 0. Agora, para t ∈ [−1, 1] segue que C|t|µ ≤ C. Portanto,para t ∈ [−1, 1] x ∈ K,
 F (x, t) ≥ 0 ≥ C|t|µ − C.
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 Combinando (3.2), (3.3) e a desigualdade anterior, concluímos que
 |F (x, t)| ≥ C|t|µ − C,
 para todo t ∈ R e x ∈ K.
 Prova do Teorema 3.1. Primeiro, vamos provar a existência de uma solução não radialque muda de sinal. Seja τ a involução definida em RN = RN1 × RM × RM , com N1 ≥ 0,
 M ≥ 2, dada porτ(x, y1, y2) = (x, y2, y1).
 Definimos a ação do grupo G1 = id, τ sobre E por
 gu(x, y1, y2) =
 u(x, y1, y2), se g = id
 −u(τ−1(x, y1, y2)), se g = τ.
 Note que, u = 0 é a única função em EO(2M) ∩ EG1 . Com efeito, se u ∈ EO(2M) ∩ EG1 ,
 temos que
 u(x, y1, y2) = −u(τ−1(x, y1, y2)) = −u(x, y1, y2),
 isto é, u = 0. Então, consideremos a ação do subgrupo G = O(M)×O(M) sobre E e Ψ arestrição do funcional ϕ, definido na seção anterior, ao espaço de Hilbert W = EG1 ∩ EGcom a norma de E (note que a ação de G1 sobre W está bem definida e é isométrica,conforme o Apêndice C). A idéia é obter, via Teorema do Passo da Montanha, um pontocrítico não trivial u0 do funcional Ψ. Em seguida, usando o Princípio de CriticalidadeSimétrica de Palais, poderemos concluir que u0 é um ponto crítico não-trivial de ϕ.
 Pelas condições sobre f , vamos verificar que Ψ verifica as hipóteses do Teorema 3.3. Játemos que Ψ é de classe C1 e mostremos que Ψ possui a geometria do passo da montanha.Primeiramente, por (f1) e (f2) temos que dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que
 |f(z, s)| ≤ ε|s|+ Cε|s|p (3.4)
 para todo z ∈ RN e s ∈ R. Consequentemente,
 |F (z, s)| ≤ ε
 2|s|2 +
 Cεp+ 1
 |s|p+1 para todo z ∈ RN , s ∈ R.
 Logo, usando a imersão contínua de E em L2(RN) e em Lp+1(RN), temos
 Ψ(u) =1
 2
 ∫RN
 (|∇u|2 + V (z)u2)dz −∫RNF (z, u)dz
 ≥ 1
 2‖u‖2
 E −ε
 2|u|22 −
 Cεp+ 1
 |u|p+1p+1
 =
 (1
 2− ε
 2C1
 )‖u‖2
 E − C2‖u‖p+1E
 = ‖u‖2E(C3 − ‖u‖p−1
 E ),
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 onde escolhemos ε > 0 de modo que C3 := 1/2− ε/2 > 0. Se ‖u‖E = ρ então
 Ψ(u) ≥ ρ2(C3 − ρp+1)
 e se ρ é suficientemente pequeno, temos que
 α := ρ2(C3 − ρp+1) > 0.
 Portanto,
 inf‖u‖=ρ
 Ψ(u) ≥ α > 0.
 Agora, consideremos ψ ∈ C∞0 (RN)\0 satisfazendo supp(ψ) = B(1, 0) =: K e 0 ≤ϕ(z) ≤ 1 para todo z ∈ B1. Pelo Lema 3.7, existem C > 0 tal que, para todo s ∈ R ez ∈ K, tem-se
 |F (z, s)| ≥ C|s|µ − C.
 Logo, para t > 0, obtemos
 Ψ(tψ) =1
 2‖tψ‖2
 E −∫RNF (z, tψ)dz
 =t2
 2‖ψ‖2
 E −∫K
 F (z, tψ)dz
 ≤ t2
 2‖ψ‖2
 E − Ctµ∫K
 |ψ|µdz + C
 ∫K
 dz
 =t2
 2‖ψ‖2
 E − Ctµ∫K
 |ψ|µdz + C|K|
 = t2[‖ψ‖2
 E
 2− Ctµ−2
 ∫K
 |ψ|µdz +C
 t2|K|],
 com ψ 6= 0. Portanto, limt→∞
 Ψ(tψ) = −∞. Para t suficientemente grande, e := tψ satisfaz
 Ψ(e) < 0 e ‖e‖E = t‖u‖E > ρ.
 Assim, usando o Teorema 3.3, existe uma sequência (un) em W tal que
 Ψ(un)→ c e Ψ′(un)→ 0,
 onde
 c = infγ∈Γ
 maxt∈[0,1]
 Ψ(γ(t)) > 0 e Γ = γ : [0, 1]→ E : γ(0) = 0, γ(1) = e.
 Agora, fazemos a seguinte afirmação:Afirmação 1: A sequência (un) é limitada em W .
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 De fato, por (f3) e para n suficientemente grande, temos
 c+ 1 + ‖un‖E ≥ Ψ(un)− 1
 µ〈Ψ′(un), un〉
 =1
 2‖un‖2
 E −∫RNF (z, un)dz − 1
 µ‖un‖2
 E +1
 µ
 ∫RNf(z, un)undz
 =
 (1
 2− 1
 µ
 )‖un‖2
 E +1
 µ
 ∫RN
 [f(z, un)un − µF (z, un)] dz
 ≥(
 1
 2− 1
 µ
 )‖un‖2
 E.
 Se (un) não fosse limitada, a menos de subsequência, teríamos ‖un‖E →∞. Dividindo adesigualdade anterior por ‖un‖2
 E, obteríamos
 c+ 1
 ‖un‖2E
 +1
 ‖un‖E≥ 1
 2− 1
 µ,
 donde fazendo n→∞ chegaríamos a 12− 1
 µ≤ 0, ou seja, µ ≤ 2, o que é uma contradição.
 Note que, toda sequência (PS) para Ψ é limitada.Nosso objetivo agora é mostrarmos que (un) não converge para zero em Lp+1(RN).
 Para isto, pelo fato de (un) ser limitada e da igualdade
 〈Ψ′(un), un〉 =
 ∫RN
 (|∇un|2 + V (z)u2n)dz −
 ∫RNf(z, un)undz, (3.5)
 temos a seguinte estimativa:
 ‖un‖2E ≤
 ∫RNf(z, un)undz + C‖Ψ′(un)‖.
 Usando (3.4), dado ε > 0 obtemos
 ‖un‖2E ≤ ε
 ∫RNu2n + Cε
 ∫RN|un|p+1dz + C‖Ψ′(un)‖
 ≤ εC1‖un‖2E + Cε
 ∫RN|un|p+1dz + C‖Ψ′(un)‖.
 Daí,
 (1− εC1)‖un‖2E ≤ Cε
 ∫RN|un|p+1dz + C‖Ψ′(un)‖,
 o que implica que‖un‖2
 E ≤ C1
 ∫RN|un|p+1dz + C2‖Ψ′(un)‖.
 Agora, se (un) convergisse para zero Lp+1(RN) teríamos ‖un‖2E → 0 pois ‖Ψ′(un)‖ → 0
 e por (3.5) concluiríamos que∫RN f(z, un)undz → 0 e, consequentemente, por (f3)∫
 RN F (z, un)dz → 0. Portanto, teríamos que Ψ(un) → 0, o que é um absurdo, poisΨ(un)→ c > 0.
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 Agora, seja AJJ∈ZN1 uma sequência de conjuntos abertos de RN1 dada por
 AJ = (j1T1, (j1 + 1)T1)× ...× (jN1 , (jN1 + 1)TN1),
 onde J = (j1, ..., jN1) e T = (T1, ..., TN1) como dado em (f5). Desde que (un) não convergepara zero em Lp+1(RN) e p + 1 ∈ (2, 2∗), segue, do Lema 3.4, que dado q ∈ [2, 2∗) existeuma subsequência de (un), que denotaremos da mesma maneira, e um número positivo σtais que
 supJ∈ZN1
 ∫AJ×R2M
 |un(x, y)|qdz > σ.
 Para cada n ∈ N, sejam AJn um retângulo tal que∫AJn×R2M
 |un(x, y)|qdz > σ
 2,
 e dn := (j1,nT1, ..., jN1,nTN1) o vértice principal de AJn . Realizando a mudança de variávelx = x′ + dn, obtemos ∫
 A0×R2M
 |un(x′ + dn, y)|qdz′ > σ
 2, z′ = (x′, y),
 onde A0 é o retângulo dado por (0, T1) × ... × (0, TN1). Agora, consideremos a sequênciadefinida por wn(x′, y) = un(x′ + dn, y). Logo, obtemos∫
 A0×R2M
 |wn(x′, y)|qdz′ > α
 2(3.6)
 Observando que os vértices principais dn são múltiplos do período T , usando a mudançade variável x′+dn e a hipótese de peridiocidade (f5) sobre V e f , segue que wn é tambémuma sequência do Passo da Montanha para Ψ e, portanto, também é limitada. Logo,desde que W é um espaço de Hilbert wn w em W e pelo Lema 3.6, wn → w emLq(A0 × R2M). Consequentemente, passando o limite em (3.6) obtemos∫
 A0×R2M
 |w(x′, y)|qdz′ > α
 2
 o que mostra que w 6= 0. Por (3.4) e usando a desigualdade de Hölder, o fato que wn → w
 em Lq(K) para K domínio limitado de RN e o Teorema da Convergência Dominada deLebesgue, segue que ∫
 RNf(z, wn)φdz →
 ∫RNf(z, w)φdz,
 para todo φ ∈ C∞0 (RN) ∩W . Portanto,
 〈Ψ′(wn), φ〉 − 〈Ψ′(w), φ〉 → 0
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 de onde obtemos 〈Ψ′(w), φ〉 = 0 para todo φ ∈ C∞0 (RN) ∩ W. Neste ponto, vamosconsiderar o seguinte fato:
 Afirmação 2: C∞0 (RN) ∩W é denso em W .
 Admitindo, por enquanto, este resultado, segue que w ∈ W é um ponto crítico deΨ, isto é, w é um ponto crítico de ϕ restrito a W . Como as condições do Princípio deCriticalidade Simétrica são satisfeitas, temos que w é um ponto crítico não trivial de ϕ.Pela definição de W , a função w muda de sinal e não é radial na variável y.
 A fim de obtermos uma solução radial em y e positiva, consideramos f(z, s) = 0
 para s < 0 e o funcional ϕ restrito ao espaço EO(2M)(RN). Procedendo analogamente aocaso anterior, estabelecemos a existência de um ponto crítico não-trivial v de ϕ restrito aEO(2M)(RN). Pelo Príncipio de Criticalidade Simétrica, v é um ponto crítico de ϕ, o qualé radial na variável y. Assim, para todo v ∈ H1(RN).∫
 RN∇w∇vdz +
 ∫RNV (z)wvdz −
 ∫RNf(z, w)vdz = 0.
 Como no Capítulo 2, tomando v = −w−, segue que ‖w−‖E = 0 e, portanto, w− = 0.Logo, w = w+ ≥ 0. Considerando
 Ψ(z, u) := f(z, u)− V (z)u,
 por (3.4) segue que
 |Ψ(z, u)| ≤ |u|+ C1|u|p + V (z)|u|
 = (1 + C1|u|p−1 + V (z))|u|
 ≤ a(z)(1 + |u|),
 onde a(z) := 1 + C1|u(z)|p−1 + V (z). Como no Capítulo 2 (Lema 2.3), a(z) está emLN2loc(RN) e, procedendo, analogamente como na prova do Lema 2.3, teremos que w é uma
 solução clássica de (P ). Aqui, precisa-se que a função f seja localmente Hölder contínua.Agora, desde que f(z, u) ≥ 0 então, argumentando como na prova do Teorema 2.2, seguepelo Princípio do Máximo Forte, que w > 0 em RN e a prova está completa.
 Para finalizarmos este capítulo, vamos demonstrar a Afirmação 2:
 Prova da Afirmação 2. Primeiro, seja u ∈ W com suporte K = supp(u) compacto.Consideremos ρn uma sequência regularizante radial em RN . Agora, definamos ψn = ρn∗u.
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 Como u ∈ W e ρn é radial tem-se que ψn ∈ C∞0 (RN) ∩W (veja Observação 3.8 no final).Além disso, como u ∈ L2(RN) temos que
 ψn → u em L2(RN)
 e∂ψn∂xi
 = ρn ∗∂u
 ∂xi→ ∂u
 ∂xiem L2(RN).
 Notemos que existe algum compacto K1 tal que K ∪ supp(ψn) ⊂ K1 para todo n ∈ N.Portanto,∫
 RNV (z)|ψn − u|2dz =
 ∫K1
 V (z)|ψn − u|2dz ≤ maxz∈K1
 V (z)
 ∫K1
 |ψ − u|2dz,
 de modo que ∫RNV (z)|ψn − u|dz → 0.
 Além disso, ∫RN|∇ψn −∇u|2dz =
 N∑i=1
 ∣∣∣∂ψn∂xi− ∂u
 ∂xi
 ∣∣∣22→ 0,
 donde
 ‖ψn − u‖E → 0.
 Agora, dada u ∈ W , definamos un(z) = Mn(z)u(z) com Mn(z) = M(zn
 )e M é uma
 função de truncamento radial em C∞0 (RN) definida por
 M(x) =
 1, x ∈ B(1, 0)
 0, x ∈ B(2, 0)c.
 Novamente, temos que un ∈ C∞0 (RN) ∩W (veja Observação 3.8). É claro que |un| ≤ |u|e un → u q.t.p. em RN . Logo,
 V (z)|un − u|2 ≤ 2V (z)u2 ∈ L1(RN)
 e
 V (z)|un − u|2 → 0 q.t.p. em RN .
 Daí, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos∫RNV (z)|un − u|2dz → 0.
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 Por outro lado,
 ∂un∂xi
 =1
 n
 ∂M
 ∂xiu+Mn
 ∂u
 ∂xi
 e com isso∫RN
 ∣∣∣∂un∂xi− ∂u
 ∂xi
 ∣∣∣2dz ≤ 2
 (∫RN
 ∣∣∣ 1n
 ∂M
 ∂xiu∣∣∣2 +
 ∫RN
 ∣∣∣Mn∂u
 ∂xi− ∂u
 ∂xi
 ∣∣∣2) dz.Desde que ∣∣∣Mn
 ∂u
 ∂xi− ∂u
 ∂xi
 ∣∣∣2 → 0 q.t.p. em RN
 e ∣∣∣Mn∂u
 ∂xi− ∂u
 ∂xi
 ∣∣∣2 ≤ 2
 (∂u
 ∂xi
 )2
 ∈ L1(RN),
 obtemos, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
 Mn∂u
 ∂xi→ ∂u
 ∂xiem L2(RN).
 Resta mostrarmos que ∫RN
 ∣∣∣ 1n
 ∂M
 ∂xiu∣∣∣2dz → 0.
 Observemos que∫RN
 ∣∣∣ 1n
 ∂M
 ∂xiu∣∣∣2dz =
 ∫B2n\Bn
 ∣∣∣ 1n
 ∂M
 ∂xiu∣∣∣2dz ≤ C
 n2
 ∫B2n\Bn
 |u|2dz → 0,
 onde B2n = B(0, 2n) e Bn = B(0, n). Usando a desigualdade de Hölder com expoentesNN−2
 e N2, obtemos
 ∫B2n\Bn
 u2dz ≤ m(B2n\Bn)2N
 (∫B2n\Bn
 |u|2∗) 2
 2∗
 dz
 ≤ (ωN(2n)N)2N
 (∫B2n\Bn
 |u|2∗) 2
 2∗
 dz,
 o que implica que∫RN
 ∣∣∣ 1n
 ∂M
 ∂xiu∣∣∣2dz ≤ 4Cω
 2nN
 (∫B2n\Bn
 |u|2∗) 2
 2∗
 dz → 0,
 pois u ∈ L2∗(RN). Portanto, para i = 1, . . . , N , temos∣∣∣∂un∂xi− ∂u
 ∂xi
 ∣∣∣22→ 0,
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 mostrando que
 ‖u− un‖2E =
 N∑i=1
 ∣∣∣∂un∂xi− ∂u
 ∂xi
 ∣∣∣22
 +
 ∫RNV (z)|un − u|2dz → 0,
 ou seja,un → u em W.
 Observação 3.8 I) Se u ∈ W então ψn := ρn ∗ u ∈ W . De fato, usando o Teorema deMudança de Variáveis e o fato que ρn é radial em RN , temos, denotando t = (t, t1, t2),que
 (ρn ∗ u)(x, y2, y1) =
 ∫RNu(t)ρn[(x, y2, y1)− (t, t1, t2)]dt
 =
 ∫RNu(t, t1, t2)ρn(x− t, y2 − t1, y1 − t2)d(t, t1, t2)
 = −∫RNu(t, t2, t1)ρn(x− t, y1 − t2, y2 − t1)d(t, t1, t2)
 = −∫RNu(t, t2, t1)ρn[(x, y1, y2)− (t, t2, t1)]d(t, t2, t1)
 = (ρn ∗ u)(x, y1, y2),
 para todo (x, y1, y2) ∈ RN . Logo, τψn = ψn. Se g = (g1, g2) ∈ O(M)×O(M) então
 (ρn ∗ u)(x, g−11 y1, g
 −12 y2) =
 ∫RNu(t)ρn[(x, g−1
 1 y1, g−12 y2)− (t, t1, t2)]dt
 =
 ∫RNu(t)ρn(x− t, g−1
 1 y1 − t1, g−22 y2 − t2)dt
 =
 ∫RNu(t)ρn(x− t, g−1
 1 (y1 − g1t1), g−12 (y2 − g2t2))dt
 =
 ∫RNu(t, t1, t2)ρn(x− t, y1 − g1t1, y2 − g2t2)d(t, t1, t2)
 =
 ∫RNu(t, g1t1, g2t2)ρn((x, y1, y2)− (t, g1t1, g2t2))d(t, g1t1, g2t2)
 = (ρn ∗ u)(x, y1, y2),
 de onde concluímos que (gψn)(x, y1, y2) = ψn(x, y1, y2) para todo (x, y1, y2) ∈ RN . Assim,gψn = un para todo g ∈ O(M)×O(M). Resumindo, ψn ∈ W .
 II) Se u ∈ W então un(z) := Mn(z)u(z) também está em W . Com efeito, desde que Mn
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 é radial em RN , temos
 un(x, y1, y2) = Mn(x, y1, y2)u(x, y1, y2)
 = −Mn(x, y1, y2)u(x, y2, y1)
 = −Mn(x, y2, y1)u(x, y2, y1)
 = −un(x, y2, y1) = (τun)(x, y1, y2),
 para todo (x, y1, y2) ∈ RN . Assim, τun = un. Agora, se g = (g1, g2) ∈ O(M)×O(M)
 (gun)(x, y1, y2) = un(x, g−1y1, g−12 y2) = Mn(x, g−1
 1 y1, g−12 y2)u(x, g−1y1, g
 −12 y2)
 = Mn(x, y1, y2)u(x, y1, y2)
 = un(x, y1, y2)
 para todo (x, y1, y2) ∈ RN , donde gun = un para todo g ∈ O(M) × O(M). Portanto,un ∈ W .
 39

Page 46
                        

Apêndice A
 Alguns Resultados Utilizados
 Neste apêndice, enunciaremos os principais lemas e teoremas (alguns já adaptados aonosso contexto) que foram utilizados em nosso trabalho.
 Teorema A.1 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Suponha 1 ≤ p < N. Existe umaconstante C, que depende apenas de p e N , tal que
 ‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C‖∇u‖Lp(RN )
 para todo u ∈ W 1,p(RN).
 (Ver [9], pág. 73)
 Teorema A.2 (Desigualdade de Hölder) Sejam Ω um domínio em RN , 1 < p < +∞e 1 < q < +∞ com 1
 p+ 1
 q= 1. Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então
 f.g ∈ L1(Ω) e∫
 Ω
 |f.g|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).
 (Ver [6], pág. 56)
 Teorema A.3 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espaço de Banach reale I ∈ C1(E,R) um funcional satisfazendo a condição Palais-Smale . Suponha que I(0) = 0
 e que as seguintes condições sejam sastisfeitas:
 (i) Existem constantes α, ρ > 0 tais que I|∂Bρ > α;
 (ii) Existe e ∈ E\Bρ tal que I(e) < 0. Então, I possui um valor crítico c ≥ α, em que
 c = infg∈Γ
 maxu∈g([0,1])
 I(u)
 eΓ = g ∈ C([0, 1], E) : g(0) = 0 e g(1) = e.
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 (Ver [9], pág. 51)
 Teorema A.4 (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequência defunções de L1(Ω). Suponhamos que
 (i)fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω,
 (ii)Existe g ∈ L1(Ω) tal que, para cada n, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω;
 Então, f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖L1(Ω) → 0.
 (Ver [6], pág. 54)
 Teorema A.5 (Princípio do Máximo Forte) Suponhamos que Ω seja um abertoconexo e limitado de RN . Se v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz Lv ≥ 0 em Ω, ondeLv := −∆v + c(x)v, c ∈ C(Ω) é limitada e c ≥ 0 em Ω, então v não pode atingirum mínimo não-positivo no interior de Ω, a menos que v seja constante.
 (Ver [8], pág. 35)
 Teorema A.6 (Rellich-Kondrachov) Sejam N ≥ 2 e Ω ⊆ RN um domínio limitado.Então H1(Ω) está imerso compactamente em Lp(Ω) para todo p ∈ [1, 2∗).
 (Ver [13], pág. 83)
 Teorema A.7 (Brézis-Kato) Sejam Ω um domínio em RN e g : Ω × R → R umafunção Carathéodory tal que, para quase todo ponto x,
 |g(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|),
 para alguma função a ∈ LN2loc(Ω). Também seja u ∈ H1,2
 loc (Ω) uma solução fraca de
 −∆u = g(x, u), em Ω.
 Então, u ∈ Lqloc(Ω) para todo q < ∞. Se u ∈ H10 (Ω) e a ∈ LN
 2 (Ω), então u ∈ Lq(Ω) paratodo q <∞.
 (Ver [20], pág. 218)
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 Teorema A.8 (Agmon-Douglas-Nirenberg) Suponhamos que Ω é um aberto declasse C2 com Γ = ∂Ω limitada. Seja 1 < p <∞. Então, para toda f ∈ Lp(Ω) existe umaúnica solução u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
 0 (Ω) da equação
 −∆u+ u = f em Ω.
 Também, se Ω é de classe Cm+2 e se f ∈ Wm,p(Ω) (m inteiro ≥ 1), então
 u ∈ Wm+2,p(Ω) e ‖u‖Wm+2,p ≤ C‖f‖Wm,p .
 (Ver [6], pág. 197)
 Teorema A.9 (Teorema de Regularidade de Schauder) Seja Ω ⊂ RN um domíniolimitado com fronteira suave e f ∈ C0,α(Ω). Então, existe u ∈ C2,α(Ω) solução doproblema
 −∆u = f(x), Ω
 u = 0, ∂Ω.
 Além disso, existe C > 0 (independente de u) tal que
 ‖u‖C2,α(Ω) ≤ C‖f‖C0,α(Ω).
 (Ver [20], pág 216)
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Apêndice B
 Regularidade de Funcionais
 Neste apêndice, iremos provar a regularidade C1 do funcional ϕ = 12J0 − J, onde
 J0, J : H1(RN)→ R são definidos, respectivamente, por
 J0(u) =
 ∫RN
 (|∇u|2 + V (z)|u|2)dz e J(u) =
 ∫RNF (z, u)dz,
 com F (x, z) =∫ z
 0f(x, t)dt e a função f : RN ×R→ R satisfaz algumas propriedades que
 serão introduzidas a seguir. Além disso, veremos que J tem derivada dada por
 〈J ′(u), v〉 =
 ∫RNf(z, u)vdz, para todo v ∈ H1(RN).
 Em se tratando de norma proveniente de um produto interno, é fácil ver que, na verdade,J0 ∈ C∞(E,R). Então, com respeito a regularidade de ϕ, iremos apenas nos atentar aooperador J definido acima. Temos, nesta direção, o seguinte resultado:
 Teorema B.1 Suponha que f : RN ×R→ R seja contínua, 1 ≤ q ≤ 2∗−1 e que existamconstantes a, b > 0 tais que
 |f(z, s)| ≤ a|s|+ b|s|q para todo (z, s) ∈ RN × R.
 Então, o funcional J : H1(RN)→ R, definido acima, está em C1(H1(RN),R) e
 〈J ′(u), v〉 =
 ∫RNf(z, u)vdz, para u, v ∈ H1(RN).
 Prova.
 Existência da derivada de Gâteaux. Sejam u, v ∈ H1(RN). Então, para |t| ≤ 1,t 6= 0, temos
 J(u+ tv)− J(u)
 t=
 1
 t
 ∫RN
 [F (z, u+ tv)− F (z, u)]dz.
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 Pelo Teorema do Valor Médio,
 F (z, u+ tv)− F (z, u) = f(z, u+ θv)tv
 para algum θ = θ(z) entre 0 e t. Logo,
 J(u+ tv)− J(u)
 t=
 ∫RNf(z, u+ θv)vdz.
 Quando t→ 0 temos que f(z, u+ θv)v → f(z, u)v q.t.p. em RN . Por outro lado,
 |f(z, u+ θv)v| ≤ a|u+ θv||v|+ b|u+ θv|q|v|
 ≤ a|u||v|+ a|v|2 + C1|u|q|v|+ C1|v|q+1
 ≤ a|u|2 + 2a|v|2 + C2|u|q+1 + C3|v|q+1 ∈ L1(RN),
 pois u, v ∈ L2(RN)∩Lq+1(RN). Logo, |f(z, u+θv)v| é limitada por uma função integrável.Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que∫
 RNf(z, u+ θv)vdz →
 ∫RNf(z, u)vdz quando t→ 0.
 Portanto,〈J ′(u), v〉 =
 ∫RNf(z, u)vdz.
 Claramente, J ′(u) é um funcional linear sobre H1(RN) e, além disso, para v ∈ H1(RN)
 tem-se
 |〈J ′(u), v〉| ≤∫RN|f(x, u)||v|dz
 ≤ a
 ∫RN|u||v|dz + b
 ∫RN|u|q|v|dz.
 Usando a Desigualdade de Hölder com os expoentes q + 1 e q+1q, temos∫
 RN|u||v|dz ≤ |u|2|v|2 ≤ C|u|2‖v‖
 e ∫RN|u|q|v|dz ≤ |u|qq+1|v|q+1 ≤ C|u|qq+1‖v‖,
 onde usamos a imersão contínua de H1(RN) em L2(RN) e em Lq+1(RN). Assim,
 |〈J ′(u), v〉| ≤ C‖v‖,
 mostrando que J ′(u) : H1(RN)→ R é linear e contínuo para cada u ∈ H1(RN).
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 Continuidade da derivada de Gâteaux: Sejam un → u em H1(RN) e v ∈ H1(RN)
 não nula. Temos que
 |〈J ′(un)− J ′(u), v〉| ≤∫RN|f(z, un)− f(z, u)||v|dz (B.1)
 Consideremos ψ ∈ C∞0 (R) definida por: ψ(s) ≡ 1 para s ∈ [−1, 1] e ψ(s) ≡ 0 para |s| ≥ 2.A partir daí, definamos para ∈ u ∈ H1(RN)
 g(z, u) = ψ(u)f(z, u) e h(z, u) = (1− ψ(u))f(z, u).
 Assim, usando a hipótese de crescimento de f(z, s) e a definição de ψ, obtemos
 |g(z, u)| ≤ C1|u| e |h(z, u)| ≤ C2|u|q.
 Agora, afirmamos que g(z, un)→ g(z, u) em L2(RN) e h(z, un)→ h(z, u) em L(q+1)/q(RN).Vamos mostrar a segunda convergência, pois a primeira é análoga e mais simples. Comoun → u em H1(RN) então un → u em Lq+1(RN). Daí, a menos de subsequência, un → u
 q.t.p. em RN e existe w ∈ Lq+1(RN) tal que |un| ≤ w q.t.p. em RN . Assim,
 |h(z, un)− h(z, u)|(q+1)/q ≤ C3|h(z, un)|(q+1)/q + C3|h(z, u)|(q+1)/q
 ≤ C4|un|q+1 + C4|u|q+1
 ≤ C4|w|q+1 + C4|u|q+1 ∈ L1(RN)
 e, além disso, |h(z, un) − h(z, u)|(q+1)/q → 0 q.t.p. em RN . Logo, usando novamente oTeorema da Convergência Dominada de Lebesgue, a nossa afirmação está provada. Destaforma, por (B.1) e observando que f(z, u) = g(z, u) + h(z, u), temos, pela Desigualdadede Hölder e pelas imersões de Sobolev, que
 |〈J ′(un)− J ′(u), v〉| ≤∫RN|g(z, un)− g(z, u)||v|dz +
 ∫RN|h(z, un)− h(z, u)||v|dz
 ≤ |g(z, un)− g(z, u)|2|v|2 + |h(z, un)− h(z, u)|(q+1)/q|v|q+1
 ≤ C[|g(z, un)− g(z, u)|2 + |h(z, un)− h(z, u)|(q+1)/q]‖v‖,
 de onde concluímos
 ‖J ′(un)− J ′(u)‖H−1(RN ) = supv 6=0
 |〈J ′(un)− J ′(u), v〉|‖v‖
 ≤ C(|g(z, un)− g(z, u)|2 + |h(z, un)− h(z, u)|(q+1)/q)
 −→ 0,
 o que mostra a continuidade da derivada de Gâteaux de J e finaliza a prova do teorema.
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Apêndice C
 Ações de Subgrupos de O(N) sobre
 H1(RN )
 Neste apêndice, vamos mostrar que a aplicação
 G×H10 (Ω) −→ H1
 0 (Ω)
 (g, u) 7−→ gu, gu(x) = u(g−1x), x ∈ Ω,
 onde G é um subgrupo de O(N) e Ω é um aberto de RN G-invariante, é uma ação degrupo topológico sobre um espaço vetorial normado, conforme a definição 1.7. Não édifícil verificar que se g ∈ O(N) e u ∈ H1
 0 (Ω) então gu ∈ H10 (Ω). Aqui, vamos considerar
 G com a topologia induzida de RN2 .Primeiramente, mostremos que a aplicação acima é contínua. Sejam (gn, un) em
 G×H10 (Ω) tal que
 (gn, un)→ (g, u) ∈ G×H10 (Ω).
 Logo, gn → g em G e un → u em H10 (Ω). Vamos verificar que
 ‖gnun − gu‖H10→ 0 (C.1)
 Afirmação 1: 〈gu, gv〉H10
 = 〈u, v〉H10para g ∈ G e u, v ∈ H1
 0 (Ω).De fato,
 〈gu, gv〉H10
 =
 ∫Ω
 ∇(gu)∇(gv) +
 ∫Ω
 gugv
 =
 ∫gΩ
 ∇u∇v +
 ∫gΩ
 uv
 =
 ∫Ω
 ∇u∇v +
 ∫Ω
 uv = 〈u, v〉H10,
 onde usamos o Teorema da Mudança de Variáveis, o fato que Ω é G-invariante e queg é uma transformação ortogonal em RN . A Afirmação 1 implica em particular, que
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Apêndice 1.1 Ações de Subgrupos de O(N) sobre H1(RN)
 ‖gu‖H10
 = ‖u‖H10. Agora, observemos que se g ∈ G e u, v ∈ H1
 0 (Ω) então
 g(u+ v)(x) = (u+ v)(g−1x) = u(g−1x) + v(g−1x)
 = gu(x) + gv(x) (C.2)
 = (gu+ gv)(x) ∀x ∈ RN ,
 donde g(u+ v) = gu+ gv.Afirmação 2: Para cada ϕ ∈ C∞0 (Ω), gnϕ→ gϕ em H1
 0 (Ω).Com efeito, temos que
 ‖gnϕ− gϕ‖2H1
 0= 〈gnϕ− gϕ, gnϕ− gϕ〉
 = 〈gnϕ, gnϕ〉 − 2〈gnϕ, gϕ〉+ 〈gϕ, gϕ〉
 = 2‖ϕ‖2H1
 0− 2〈gnϕ, gϕ〉.
 Portanto, basta mostrarmos que
 〈gnϕ, gϕ〉 → ‖gϕ‖2H1
 0= ‖ϕ‖2
 H10. (C.3)
 Desde que gn → g em G, ϕ ∈ C∞0 (Ω), segue que
 ∇(gnϕ)∇(gϕ)→ |∇gϕ|2 e gnϕ→ (gϕ)2 q.t.p em Ω.
 Além disso,
 |∇(gnϕ)∇(gϕ)| ≤ C1 e |gnϕ| ≤ C2 q.t.p. sobre K = suppϕ.
 Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫Ω
 ∇(gnϕ)∇(gϕ) =
 ∫K
 ∇(gnϕ)∇(gϕ)→∫K
 |∇gϕ|2 =
 ∫Ω
 |∇(gϕ)|2
 e ∫Ω
 (gnϕ)2 =
 ∫K
 (gnϕ)2 →∫K
 (gϕ)2 =
 ∫Ω
 (gϕ)2,
 o que mostra (C.3) e conclui a prova da Afirmação 2.A fim de mostrarmos a convergência (C.3), dado ε > 0 considere ϕ ∈ C∞0 (Ω) tal que
 ‖u− ϕ‖H10< ε. Daí,
 ‖gnun − gu‖H10
 = ‖gnun − gnu+ gnu− gnϕ+ gnϕ− gϕ+ gϕ− gu‖
 ≤ ‖gnun − gnu‖H10
 + ‖gnu− gnϕ‖H10
 + ‖gnϕ− gϕ‖H10
 + ‖gϕ− gu‖H10
 = ‖un − u‖H10
 + ‖u− ϕ‖H10
 + ‖gnϕ− gϕ‖H10
 + ‖u− ϕ‖H10
 ≤ ‖un − u‖H10
 + ‖gnϕ− gϕ‖H10
 + 2ε,
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Apêndice 1.1 Ações de Subgrupos de O(N) sobre H1(RN)
 o que implica quelimn→∞
 ‖gnun − gu‖H10≤ 2ε.
 Como ε > 0 é arbitrário, a convergência (C.1) vale e a continuidade está provada.
 Por (C.2), temos que fixado g ∈ G, a aplicação de G ×H10 (Ω) em H1
 0 (Ω) é aditiva e,se α ∈ R,
 g(αu)(x) = (αu)(g−1x) = αu(g−1x) = α(gu)(x) ∀x ∈ RN ,
 donde g(αu) = α(gu). Logo, para g ∈ G fixado, temos que a aplicação é linear. Alémdisso, se g, h ∈ G e u ∈ H1
 0 (Ω),
 g(hu)(x) = (hu)(g−1x) = u(h−1(g−1x))
 = u((gh)−1x)
 = (gh)u(x) ∀x ∈ RN ,
 o que mostra que g(hu) = (gh)u. E se IN é a identidade em G, segue que
 (INu)(x) = u(IN−1x) = u(INx) = u(x) ∀x ∈ RN ,
 donde INu = u ∀u ∈ H10 (Ω). Portanto, a aplicação definida acima é uma ação como
 queríamos mostrar. Ademais, a afirmação 1 mostra que esta ação é isométrica.
 Vejamos no Exemplo 1 abaixo, que a ação (C.4) definida no Teorema 2.6 está bemdefinida e é isométrica:
 Exemplo 1: Na demonstração do Teorema 2.6, consideramos a ação do subgrupoG = O(m)×O(m)×O(N − 2m) sobre H1(RN) dada por
 gu(x) = u(g−1x)
 e a ação do subgrupo H = 〈id, τ〉 sobre H1G(RN) definida por
 (hu)(x) =
 u(x), se h = id
 −u(h−1x), se h = τ,(C.4)
 onde τ ∈ O(N), definida sobre RN = Rm ⊕ Rm ⊕ RN−2m, tem a expressão
 τ(x1, x2, x3) = (x2, x1, x3).
 Primeiro, vamos mostrar que esta ação está bem definida. Para justificarmos este fato,primeiramente, observemos que se g = (g1, g2, g3) ∈ G e (x1, x2, x3) ∈ Rm⊕Rm⊕RN−2m,
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Apêndice 1.1 Ações de Subgrupos de O(N) sobre H1(RN)
 então
 τ(g(x1, x2, x3)) = τ((g1, g2, g3)(x1, x2, x3)) = τ(g1x1, g2x2, g3x3)
 = (g2x2, g1x1, g3x3)
 = (g2, g1, g3)(x2, x1, x3)
 = g(τ(x1, x2, x3)),
 onde denotamos g = (g2, g1, g3) ∈ G. Logo, τg = gτ . Portanto, se u ∈ H1G(RN) e g ∈ G,
 temos
 g(τu)(x) = τu(g−1x) = −u(τ−1(g−1x))
 = −u((τg−1)(x))) = −u((g−1τ)(x))
 = −u((g−1τ)(x)) = −u(g−1(τx)) = −u(τx) = −u(τ−1x) = (τu)(x).
 Assim, g(τu)(x) = (τu)(x) para todo x ∈ RN o que mostra que g(τu) = τu, isto é,τu ∈ H1
 G(RN).Agora, vamos mostrar que a ação definida por (C.4) é isométrica. Com efeito, como
 na demonstração do Teorema 2.6 consideramos
 W ≡ FixH1G(RN )(H) = u ∈ H1
 G(RN) : τu = u 6= 0.
 Note que Ψ = ϕ|W : W −→ R é invariante pela ação de H. De fato, como f(u) = |u|p−2u
 é ímpar com respeito a u, temos que sua primitiva F (u) =|u|p
 pé par com respeito a u.
 Assim, usando o Teorema de Mudança de Variáveis, temos
 2Ψ(τu) =
 ∫RN
 (|∇(τu)(z)|2 + ((τu)(z))2 − 2F (τu(z))dz
 =
 ∫RN
 (|∇u(τ−1z)|2 + (u(τ−1z))2 − 2F (u(τ−1z))dz
 = 2Ψ(u),
 donde Ψ(τu) = Ψ(u) para todo u ∈ W . Analogamente, tem-se ‖τu‖ = ‖u‖ para todou ∈ W , mostrando que a ação, definida em (C.4), é isométrica.
 49

Page 56
                        

Referências Bibliográficas
 [1] Adams, R., Sobolev Spaces, Academic Press, New York, (1975).
 [2] Alves, C. O., Introdução às Equações Elípticas, I ENAMA, Mini-Curso II, UFRJ(2007).
 [3] Bartsch, T. & Willem, M. Infinitely Many Nonradial Solutions of a EuclideanField Equation, Journal of Functional Analysis 117, 447-460, (1993).
 [4] Berestycki, H & Lions, P. L., Nonlinear Scalar Field Equations I, II. Arch.Rational Mech. Anal. 82 (1983) 313-345, 347-375.
 [5] Boldrini, J. & Figueiredo, V., Álgebra Linear, UNICAMP, (1989).
 [6] Brezis, H., Analyse Fonctionelle, Theorie et Applications, Masson, Paris, (1987).
 [7] Evans, Lawrence C., Partial Differential Equations, Rhode Island: AmericanMath. Society (1999).
 [8] Gilbarg, D. & Trudinger, N. S., Elliptic Partial Diferential Equations of SecondOrder, Springer-Verlag, Berlin, (1984).
 [9] Kesavan, S., Nonlinear Functional Analysis, Hindustan Agência Book, (1905).
 [10] Lima. E. L., Espaços Métricos, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, (2005).
 [11] Liu, Z. & Wang, Z. Q., Schrödinger Equations with Concave and ConvexNonlinearities, Z. Angew. Math. Phys. 56 (4), 609-629, (2005).
 [12] Lorca, S. & Ubilla, P. Symmetric and nonsymmetric solutions for an ellipticequation on RN , Nonlinear Analysis 58, 961-968, (2004).
 [13] Marcondes, M., Simetria, Compacidade e Multiplicidade de Soluções para umProblema Eliptíco Semilinear em RN , Dissertação de Mestrado, Programa de Pós-Graduação em Matemática de Brasília, UnB (2008).
 50

Page 57
                        

Referências Bibliográficas
 [14] Medeiros, L. A. & Miranda, M. M., Iniciação aos Problemas Elíticos NãoHomogêneos, Apostila Espaço de Sobolev, UFRJ, (2000).
 [15] Rabinowitz, P. H., On a Class of Nonlinear Schrödinger Equations, Z. Angew.Math. Phys. 43, 270-291, (1992).
 [16] Royden, H. L. Real Analysis, Macmillan, New York (1968).
 [17] Rudin, W., Funcional Analysis, Mc Graw-Hill, New York (1973).
 [18] Spivak, M., Calculus on Manifolds, Benjamim, New York, (1965).
 [19] Strauss, A. Walter, Existence of Solitary Waves in Higher Dimensions. Commun.math. Phys. 55 (1977), 149-162.
 [20] Struwe, M.,Variational Methods, Springer Verlag, (1996).
 [21] Willem, M., Minimax Theorems, Birkhauser, Boston, Basel, Berlim, (1996).
 51



						
LOAD MORE                    

                                    


                
                    
                    
                                        
                

                

                        


                    

                                                    
                                D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z Z ' í ï l ì ó l î ... · D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z Z ' í ï l ì ó l î ì î ì D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD

                            

                                                    
                                D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z Z ' ì ï l ì í l î ... · PDF fileD/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z Z ' ì ï l ì í l î ì í ô ... D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^

                            

                                                    
                                SMAX 2019 V6 EDM LV EBRO EBRO · 2019-02-25 · SMAX_19MY_V6_EDM_LV.indd 7 25/01/2019 11:38:20 ^Dy zîìíõzsòz Dz/EE Z^z·^&z Dz>sz z ííWïõ zîñXìíXîìíõ 6 SMAX_19MY_V6_EDM_Image.indd

                            

                                                    
                                ZE d < D Z />/dz /E /'/>K < Z r h^ Z D Eh >kseeb.kar.nic.in/docs/digilocker.pdf · ^^> ~< ZE d < D Z />/dz /E /'/>K 

                            

                                                    
                                d E Z z E D/d,/> hE/s Z^/dz U Z , E

                            

                                                    
                                K dd/s >> EdZ d dZ/ hd Z/ W dZ/DKE/ >/ X Zd X í K'' ddK ... · Z/^ K^^/KE KZ /E Z/ >> /h >> dd/s/d [ / Zd D EdK / Z/^ K^^/KE K dd/s >> EdZ d dZ/ hd Z/ W dZ/DKE/ >/ X Zd X í K

                            

                                                    
                                Dz. U. z 2016 r. poz. 115

                            

                                                    
                                Opracowano na podstawie Dz. U. USTAWA z 2016 r. …...Prawo energetyczne (Dz. U. z 2012 r. poz. 1059, z późn. zm.3)); 3) efektywność energetyczna − stosunek uzyskanej wielkości

                            

                                                    
                                Prawo ochrony środowiska (Dz. U. z 2013 r

                            

                                                    
                                6. We writedavar/math5010/summer2008/HW9... · 2008. 7. 23. · 2a a (2a-z)g(z)dz = Z a 0 zg(z)dz+2a Z 2a a g(z)dz-Z 2a a zg(z)dz. Differentiate [d=da] to ﬁnd that if a

                            

                                                    
                                D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z K/D Z ï ì l í í l ... · D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z K/D Z ï ì l í í l î ì í ô D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD

                            

                                                    
                                New dZ/ hE > Z /dZ > K ^WKZdK U v o } X : } } U v o X Ð D Z /dZK^ W13_07_2020).pdf · 2020. 7. 15. · í dZ/ hE > Z /dZ > K ^WKZdK WZK ^^K E X Ñ ô l î ì í õ WZK ^^K E X Ñ

                            

                                                    
                                DZĪVOJAMĀS MĀJAS RĪGĀ, GANĪBU DAMBĪ 11, 1. STĀVS R Z … › 562274 › ...dz. 37 dz. 38 dz. 39 dz. 40 Reģ. Nr-40003941615 Būv.reģ.nr. -11657 Brīvības gatve 275, Rīga,

                            

                                                    
                                dZ s > dZ /> Z^ î ñ ì ì ^ Z/ - Bigfoot 2019 25B eBrochure.pdf · 2019-01-25 · /'&KKd dZ s > dZ /> Z^ î ñ ì ì ^ Z/ ^ Z ] P ( } } Zs ] µ ] o µ ] v P } µ µ v ] µ } v µ

                            

                                                    
                                D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z WKZd > 'Z ï í l ... · D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z WKZd > 'Z ï í l ì ô l î ì í ô ... D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^

                            

                                                    
                                J18-00404 Dickson Section 72 TA Report A · ^W > dZ ^^ ^^D Ed dZ D ^d Z r ^W > r d WZ/Ed î õ K } î ì í ô ^hDD Zz dZ EhD Z l'ZKhW î ï î Z 'h> d dZ E

                            

                                                    
                                :&2 'DWD 0RGHO ZK^^ r KZ Z dZ E^ d/KE^ KE d, & ^d dZ WCO DM_Session 6.pdf · zk^^ r kz z dz e^ d/ke^ ke d, & ^d dz

                            

                                                    
                                Opracowano na USTAWA podstawie Dz. U. z z dnia 1 lipca ... · długoterminowego WE w rozumieniu przepisów ustawy z dnia 13 czerwca 2003 r. o cudzoziemcach (Dz. U. z 2006 r. Nr 234,

                            

                                                    
                                Prospectus 2019 20 Englishsanskrit.nic.in/uploads/Prospectus_English_2019_2020.pdf · Z ^,dZ/z ^ E^

                            

                                                    
                                D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z > /Z/ ï í l ì ó l ...€¦ · D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z > /Z/ ï í l ì ó l î ì î ì D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^

                            

                                                    
                                î ì î ì WKK> Z '/^dZ d/KE · Z '/^dZ d/KE &KZD Dh^d KDW> d U /E &h>> X Z > ^ K& >/ />/dz Dh^d ^/'E z >> W ^^ ,K> Z^ X >> W ' ^ Dh^d Z /s t/d, WWZKWZ/ d W zD Ed X Ez D/^^/E' /E&KZD

                            

                                                    
                                µ Z v Zµ Z }(t]o " href="https://vdocuments.mx/01-r-e-vo-vldzluo.html">0$1 · )#*Ò Ó!"#$%&$' $()"*$+,-." $ íìrî &] E }vo vl}(dZ}lUo} Ç /+0123452$676$26071/628 &] Zµ Z }(dZ}lUñ u &] D Z} ] Zµ Z }(dZ}lU ò u ^ X:}Zv>µ Z v Zµ Z }(t]o 

                            

                                                    
                                s&^dZ ~ u } hE/s Z^/dz W W s > Dh / > ] } ( v ] o ] P ] o 

                            

                                                    
                                EKd >> ^/>s Z >/E/E' M d, 'Z d Z ^^/KE E ZK dZ &&/ / Ed^

                            

                                                    
                                LEGENDA PLOCH: > ' E Z W - cheb.cz parkovani sidliste Skalka - situace... · popls DZ,I DZ,2 DZ,3 DZ,4 DZ,5 DZ,6 DZ,7 DZ,8 DZ,g DZIO DZII DI D,10 LS,I LS,2 LS,3 LS,4 CILICE Am erická

                            

                                                    
                                z Z î ì î î ^/d ^h^d /E />/dz W> E

                            

                                                    
                                W / dZ/ , >d, Z ^^K / d

                            

                                                    
                                Dz. U. z 2013 r. poz. 21

                            

                                                    
                                &Z Ì ] & } u dZ /E/E

                            

                                                    
                                Guia Justificacion 2017 - mincotur.gob.es · 3iJLQD GH ^ Z d Z1 ' E Z > /E h^dZ/ z WzD /Z /ME ' E Z > /E h^dZ/ z WzD WZK'Z D Z /E h^dZ/ >/ /ME z &KD EdK >

                            

                                                    
                                D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z D /Z ì ï l ì í ... · PDF fileD/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^ E KD Z D /Z ì ï l ì í l î ì í ô ... D/E/^dZ KZ ^ :h / / /^ /E^ Z/dK^

                            

                                                    
                                D Zd/E ^ W ^Yh >>z K dZ/E > Z /Ed 'Z /ME

                            

                                                    
                                úüúöùüñîðþöê - WordPress.com...Fhfqbeh _ hljqZh ^Z Z\b kljbpm b ^Z ijbij_fb \heh\kdm aZij_]m aZ [_] . DZ^Z k_ \jZlbh , aZl_dZh _ jZa[ZpZg_ e_r_\_ ih ^\hjbrlm - fZ dZ ,

                            

                                                    
                                , Wd Z î ^dZ d 'z - manual-solution.com

                            

                                                    
                                dz &KZ ^d >/^,/E' Z '/KE > DhE/ /W > dZ E^WKZd hd,KZ/dz dK ...eolstoragewe.blob.core.windows.net/wm-566841-cms... · dz &KZ ^d >/^,/E' Z '/KE > DhE/ /W > dZ E^WKZd hd,KZ/dz dK 

                            

                        
                    

                                    

            

        

    

















    
        
            
                	About us
	Contact us
	Term
	DMCA
	Privacy Policy



                	English
	Français
	Español
	Deutsch


            

        

        
            
                Copyright © 2022 VDOKUMENTS

            

                            
                    	
	


                

                    

    









    


