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IL TEOREMA DI ABEL RUFFINILeonardo Colzani
 Dipartimento di MatematicaUniversità di Milano - Bicocca
 Tra gli studenti italiani al nome di Ru¢ ni è associata un regola per dividereun polinomio per un binomio di primo grado. Ma ci sono ben altre ragioni perricordarsi di lui. Paolo Ru¢ ni nasce a Valentano il 22 Settembre 1765. Nel1788 si laurea in medicina e chirurgia nell�università di Modena, e subito dopoanche in matematica. Ancora studente, gli viene a¢ dato il corso di analisi sub-lime e nel 1791 la cattedra di elementi di matematica. Nel 1796 viene eletto nelConsiglio degli Juniori della nascente Repubblica Cisalpina. Nel 1798, chiamatoa prestar giuramento alla Repubblica, alla formula di rito vuole premettere laclausola che intende �rispettata e salva la nostra santa religione� e, non volendotransigere su questo punto, viene rimosso dall�insegnamento. Si dedica alloraalla pratica medica, continuando nel tempo libero le sue ricerche matematiche.Dopo la scon�tta di Napoleone, nel 1814 viene reintegrato nell�università diModena sulle cattedre di matematica applicata, medicina pratica, clinica med-ica, e ne diviene anche rettore. Nel 1817 durante un�epidemia di tifo si ammalacurando i pazienti, poi raccoglie le sue esperienze di malato e medico nella�Memoria sul tifo contagioso�. Non riuscendo a riprendersi completamente, nel1819 si dimette dall�università e muore a Modena il 10 Maggio 1822. Nel 1799Carl Friedrich Gauss (1777-1855) presenta all�Accademia Giulia Carolina la dis-sertazione di laurea �Demonstratio nova theorematis omnem functionem alge-braicam rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel secundigradus resolvi posse�. Nella dissertazione si identi�cano implicitamente i numericomplessi con i punti del piano, ma prima di dare una nuova dimostrazionedell�esistenza di queste radici, si criticano le presunte dimostrazioni precedenti,sollevando dubbi sulla possibilità di risoluzioni algebriche: �Dopo tanti sforzi dicosì grandi geometri, rimane poca speranza di arrivare ad una soluzione generaledi equazioni algebriche. Anzi, sembra più probabile che tale soluzione sia impos-sibile e contraddittoria. Questo non deve essere considerato paradossale, perchéquella che comunemente si chiama soluzione di una equazione, altro non è se nonla sua riduzione ad equazioni pure... m
 pH è la radice dell�equazione xm = H...
 Non è per niente dimostrato che le radici di una qualunque equazione si possanoesprimere con addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni, divisioni, o elevamenti apotenze, a meno di non presupporre, tacitamente e senza una ragione su¢ ciente,che la soluzione di una qualunque equazione si possa ridurre ad equazioni pure.Forse non è neanche tanto di¢ cile dimostrare rigorosamente questa impossi-bilità già per le equazioni di quinto grado�. Quasi in risposta a questa lucidaanalisi, nel 1799 Ru¢ ni pubblica la �Teoria generale delle equazioni in cui sidimostra impossibile la soluzione algebrica delle equazioni generali di grado su-periore al quarto�. Cioè, non si possono risolvere le equazioni algebriche digrado superiore al quarto utilizzando solo le operazioni elementari, somme, sot-
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trazioni, moltiplicazioni, divisioni, ed estrazioni di radici. I due volumi, più di500 pagine, sono accolti con freddezza e sospetto, con l�eccezione di un entusiastaAugustin Cauchy. Il teorema di Ru¢ ni viene riscoperto da Niels Henrik Abel(1802-1829), che nel 1824 pubblica a proprie spese la �Mémoire sur les équa-tions algébriques, ou l�on démontre l�impossibilité de la résolution de l�équationgénérale du cinquième degrée�. Per risparmiare, il tutto è condensato in menodi 6 pagine. In�ne, nel 1830 Évariste Galois (1811-1832) presenta senza successoall�Accademia la �Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations parradicaux�, pubblicata postuma nel 1846. Di solito il teorema di Abel Ru¢ ni èpresentato come corollario della teoria di Galois, ma questo teorema ha ancheuna dimostrazione topologica: le super�ci di Riemann associate ad equazionidi grado superiore al quarto sono intrinsecamente di¤erenti dalle super�ci difunzioni radicali. Questa osservazione è dovuta a Vladimir I. Arnold (1937-2010), ed è contenuta nell�articolo di Henryk Zoladek �The topological proofof the Abel-Ru¢ ni Theorem�, Topological Methods in Nonlinear Analysis 16(2000), 253-265, nel libro di Valeri B. Alekseev �Abel�s theorem in problemsand solutions�, Kluwer 2004, e nel libro di Dmitry Fuchs e Serge Tabachnikov�Mathematical Omnibus: Thirty Lectures on Classic Mathematics�, AmericanMathematical Society 2007.
 Equazioni algebriche e permutazioni
 Alcune tavolette di argilla babilonesi contengono problemi su lati ed areedi rettangoli, che nella nostra notazione si traducono in equazioni di secondogrado.
 (BM 13901 XVIII secolo a.C.)Sommo super�cie e lato del quadrato: 0.45...
 x2 + x = 45=60; x = 1=2:Sommo le super�ci di due quadrati: 21.40.
 Incrocio i lati: 10...�x2 + y2 = 21 + 40=60;xy = 10:
 �x =
 p15;
 y =p20=3:
 La soluzione delle equazioni algebriche di terzo e quarto grado è dovutaagli algebristi italiani del XVI secolo, Scipione dal Ferro (1465-1526), NiccolòFontana, Tartaglia, (1499-1557), Girolamo Cardano (1501-1576), Lodovico Fer-rari (1522-1565). Ecco la soluzione dell�equazione di terzo grado messe in rimada Tartaglia, con tra parentesi la traduzione in formule:
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�Quando chel cubo con le cose appressoSe agguaglia à qualche numero discreto
 �x3 + px = q
 �Trovan dui altri di¤erenti in esso. (u� v = q)Da poi terrai questo per consuetoChe�l lor produtto sempre sia egualeAl terzo cubo delle cose neto,
 �u � v = (p=3)3
 �El residuo poi suo generaleDelli lor lati cubi ben sottrattiVarrà la tua cosa principale. ( 3
 pu� 3
 pv = x)
 In el secondo de cotesti attiQuando che�l cubo restasse lui solo
 �x3 = px+ q
 �Tu osservarai quest�altri contratti,Del numer farai due tal part�à volo (u+ v = q)Che l�una in l�altra si produca schiettoEl terzo cubo delle cose in stolo
 �u � v = (p=3)3
 �Delle qual poi, per commun precettoTorrai li lati cubi insieme giontiEt cotal somma sarà il tuo concetto. ( 3
 pu+ 3
 pv = x)
 El terzo poi de questi nostri conti�x3 + q = px
 �Se solve col secondo se ben guardiChe per natura son quasi congionti.Questi trovai et non con passi tardiNel mille cinquecente, quatro e trentaCon fondamenti ben sald�è gagliardiNella città dal mar�intorno centa.�
 La soluzione di Cardanodell�equazione x3 = ax+ b:
 x = u+ v;
 (u+ v)3= 3uv (u+ v) +
 �u3 + v3
 �u3v3 = a3=27; u3 + v3 = b;
 u; v =3
 sb�
 pb2 � a3=272
 :
 Nelle �Ri�essioni sulla risoluzione algebrica delle equazioni�del 1770 JosephLouis Lagrange (1736-1813) mostra come le soluzioni delle equazioni di secondo,terzo, quarto grado, si possano ricondurre ad un medesimo principio, che perònon si applica a quelle di quinto. Lagrange osserva che se x1; x2; :::; xn sono le
 4
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radici un polinomio P (x), e se un polinomio X (x1; x2; :::; xn) assume k valoridistinti y1; y2; :::; yk quando queste radici vengono permutate, allora ogni poli-nomio simmetrico in y1; y2; :::; yk è anche simmetrico in x1; x2; :::; xn, ed i suoicoe¢ cienti sono funzioni razionali dei coe¢ cienti P (x). In particolare, per risol-vere una equazione di grado n si possono cercare delle espressioni razionali delleradici che assumono al più n�1 valori quando queste radici vengono permutatenegli n! modi possibili. Questi n� 1 valori sono poi radici di una equazione digrado n� 1.Se x1 e x2 sono le radici dell�equazione x2 + ax + b = 0, il polinomio X =
 (x1 � x2)2 rimane invariato per le permutazioni delle radici ed è una funzionerazionale dei coe¢ cienti, (x1 � x2)2 = (x1 + x2)
 2 � 4x1x2 = a2 � 4b. Quindi,da x1 + x2 = �a e x1 � x2 = �
 pa2 � 4b, si possono ricavare x1 e x2.
 Se x1, x2, x3, sono le radici dell�equazione x3+ ax2+ bx+ c = 0, si de�nisce
 X = (x1 + exp (2�i=3)x2 + exp (4�i=3)x3)3:
 Permutando le radici l�espressione X prende solo 2 valori,�R = (x1 + exp (2�i=3)x2 + exp (4�i=3)x3)
 3;
 S = (x1 + exp (4�i=3)x2 + exp (2�i=3)x3)3:
 Le funzioni simmetriche R+S e R �S sono invarianti per permutazioni delleradici e sono funzioni razionali dei coe¢ cienti a, b, c,
 (x1 + exp (2�i=3)x2 + exp (4�i=3)x3)3+ (x1 + exp (4�i=3)x2 + exp (2�i=3)x3)
 3
 = 2 (x1 + x2 + x3)3 � 9 (x1 + x2 + x3) (x1x2 + x2x3 + x3x1) + 27x1x2x3;
 (x1 + exp (2�i=3)x2 + exp (4�i=3)x3)3 � (x1 + exp (4�i=3)x2 + exp (2�i=3)x3)3
 =�(x1 + x2 + x3)
 2 � 3 (x1x2 + x2x3 + x3x1)�3:
 Risolvendo un�equazione di secondo grado, si possono ricavare R e S, erisolvendo il sistema con x1 + x2 + x3 = �a, si possono ricavare x1, x2, x3,8<:
 x1 + x2 + x3 = �a;x1 + exp (2�i=3)x2 + exp (4�i=3)x3 =
 3pR;
 x1 + exp (4�i=3)x2 + exp (2�i=3)x3 =3pS:
 Se x1, x2, x3, x4, sono le radici dell�equazione x4+ax3+ bx2+ cx+d = 0, inanalogia a quanto sopra il polinomio da considerare sarebbe (x1 + ix2 � x3 � ix4)4,ma ce n�è uno più semplice. Permutando le radici, il polinomioX = (x1 + x2 � x3 � x4)2
 prende solo 3 valori, R = (x1 + x2 � x3 � x4)2, S = (x1 � x2 + x3 � x4)2,T = (x1 � x2 � x3 + x4)2. Le funzioni simmetriche R+ S + T , RS + ST + TR,RST , sono invarianti per permutazioni e sono funzioni razionali dei coe¢ cientidell�equazione. Risolvendo una equazione di terzo grado, si possono ricavare R,S, T , e risolvendo il sistema con x1+x2+x3+x4 = �a, si possono ricavare x1,x2, x3, x4.
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In�ne, permutando le radici di una equazione di quinto grado, il risolventedi Lagrange prende sei valori distinti. Quindi, da una equazione di quinto gradosi arriva ad una di sesto.Con Lagrange, ha inizio lo studio dei gruppi, in particolare i gruppi di per-
 mutazioni. Basandosi sulle ricerche di Lagrange, nel 1799 Ru¢ ni dimostra lanon risulubilità per radicali di una generica equazione di quinto grado. Ladimostrazione di Ru¢ ni è un po�oscura ed ha delle lacune. Comunque il risul-tato è riscoperto da Abel nel 1824. In�ne, nel 1830 Galois dimostra che unaequazione è risolubile per radicali se e solo se le permutazioni delle radici chelasciano inalterati i coe¢ cienti del polinomio sono un gruppo risolubile.Il commutatore di un gruppo G è il sottogruppo [G;G] generato dai commu-
 tatori [a; b] = aba�1b�1 con a; b 2 G. Siccome [a; b]�1 = [b; a], gli elementi diquesto sottogruppo sono i prodotti di commutatori [a; b] [c; d] ::: [f; g]. G è com-mutativo se e solo se [G;G] = feg. Il commutatore misura quanto un gruppo ècommutativo, più grande è il commutatore, meno commutativo è il gruppo. Ilcommutatore è un sottogruppo normale, a [b; c] a�1 =
 �aba�1; aca�1
 �, e G= [G;G]
 è commutativo, ab = ba�a�1; b�1
 �. Per induzione si possono de�nire i sot-
 togruppi derivati G(0) = G e G(k+1) =�G(k);G(k)
 �. Il gruppo è risolubile se la
 serie derivata G(0) � G(1) � G(2) � G(3) � ::: termina in feg, cioè esiste k conG(k) = feg. Una de�nizione equivalente è la seguente: G è risolubile se esisteuna successione di sottogruppi inscatolati G = G0 � G1 � G2 � ::: � Gk = feg,con Gj+1 normale in Gj e Gj=Gj+1 commutativo.
 Una permutazione è pari odispari se il numero di incrociè pari o dispari. Le permutazionipari sono un sottogruppo normale.
 Teorema: Il gruppo simmetrico S(n) delle permutazioni di n elementi èrisolubile se e solo se n � 4.
 Dimostrazione: Un calcolo esplicito dei sottogruppi derivati mostra cheS(n) è risolubile se n � 4. Il gruppo S(2) è ciclico di ordine 2. QuindiS(2) è risolubile. Il commutatore di S(3) è il gruppo delle permutazioni pari,[S(3);S(3)] = A(3) = fe; (abc) ; (acb)g, che è commutativo. Quindi S(3) èrisolubile. [S(4);S(4)] = A(4) sono le permutazioni pari, e [A(4);A(4)] =fe; (ab) (cd) ; (ac) (bd) ; (ad) (bc)g è commutativo. Quindi S(4) è risolubile. In-�ne, S(n) non è risolubile se n � 5. Se � = (ab) e � = (bc) sono trasposizionicon un elemento in comune, ����1��1 è un 3 ciclo,
 ����1��1 = (ab) (bc) (ab) (bc) = (abc) :
 6
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In particolare, [S(n);S(n)] contiene tutti i 3 cicli, ed i 3 cicli generano ilsottogruppo delle permutazioni pari A(n):
 (ac) (bc) = (abc) ;
 (ac) (bd) = (abc) (bcd) :
 Quindi, [S(n);S(n)] = A(n). Se � = (abc) e � = (cde) sono 3 cicli con unelemento in comune,
 ����1��1 = (abc) (cde) (acb) (ced) = (bce) ;
 ��1��1�� = (acb) (ced) (abc) (cde) = (acd) :
 Quindi, se un gruppo derivato contiene una coppia di 3 cicli con un elementoin comune, anche il gruppo derivato successivo contiene una coppia di 3 cicli conun elemento in comune. In particolare, se n � 5 i gruppi derivati contengonotutti i 3 cicli. Se n � 5, il sottogruppo dei commutatori di S(n) è il gruppoA(n), e tutti i derivati di A(n) coincidono con A(n). �
 Il gruppo A(5), il più piccolo gruppo non risolubile, è ilgruppo delle simmetrie dirette di un dodecaedro o icosaedro.
 Teorema: (1) Un sottogruppo di un gruppo risolubile è risolubile.(2) Il prodotto diretto F � G di due gruppi risolubili F e G è risolubile.(3) Se G è risolubile e G H è un omomor�smo suriettivo, anche H è
 risolubile.(4) Se H è un sottogruppo normale in G e se H e G=H sono risolubili, anche
 G è risolubile.(5) Se F è risolubile e G F è un omomor�smo con nucleo risolubile H,
 anche G è risolubile.
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Dimostrazione: Se H � G, allora [H;H] � [G;G] ed iterando H(j) �G(j). Se G(k) = feg, anche H(k) = feg. Questo prova (1). [F � G;F � G] =[F ;F ]� [G;G], ed iterando (F � G)(j) = F (j) � G(j). Questo prova (2). Da unomomor�smo suriettivo G H si ottiene un omomor�smo suriettivo [G;G] [H;H], ed iterando G(j) H(j). Questo prova (3). Se ' è l�omomor�smocanonico di G su G=H, allora '
 �G(j)
 �= (G=H)(j). Se (G=H)(i) = feg, allora
 G(i) � H. Se H(j) = feg, allora G(i+j) = feg. Questo prova (4). In�ne, (5)segue dai punti precedenti: G=H è isomorfo ad un sottogruppo di F , quindi èrisolubile, e se H e G=H sono risolubili, anche G è risolubile. �
 I gruppi considerati nel seguito saranno gruppi di automor�smi di algebre.Un esempio è l�algebra dei polinomi in n variabili fx1; :::; xng con coe¢ cienticomplessi, con il gruppo simmetrico che permuta queste variabili. Un elementox di un�algebra è una radice m-esima di un elemento a se xm = a.
 Teorema: Sia A un�algebra e sia G un gruppo �nito di automor�smi di Acon ordine n. Si assuma che A sia anche uno spazio vettoriale su un campo Kcon caratteristica zero contenente le radici n-esime dell�unità, e si assuma che gliautomor�sfmi siano anche trasformazioni lineari. Se il gruppo G è risolubile,ogni elemento dell�algebra A può essere ottenuto con somme ed estrazioni diradici iterate n-esime di elementi della sottoalgebra A (G) invariante per gliautomor�smi di G.
 Dimostrazione: Facciamo la dimostrazione a pezzi.Se un gruppo commutativo con n elementi G agisce su un�algebra A, gli
 elementi dell�algebra possono essere scomposti in somme di radici n-esime dielementi della sottoalgebra invariante A (G).Trasformazioni lineari che commutano tra loro possono essere simultanea-
 mente diagonalizzate. Se ST = TS e se Tx = �x, allora T (Sx) = S (Tx) =S (�x) = �Sx. In particolare, un gruppo commutativo di trasformazioni ha unadiagonalizzazione comune. L�orbita di un elemento x in A genera un sottospaziolineare che si può decomporre in autospazi comuni a tutti gli operatori in G,fGxg = L1 � L2 + :::. In particolare, x = x1 + x2 + :::, con gxj = �xj . Daxj = gnxj = �nxj si ricava che gli autovalori � sono radici n-esime dell�unità,e siccome le trasformazioni g sono anche automor�smi dell�algebra, g
 �xnj�=
 (gxj)n= �nxnj = xnj . Quindi gli elementi x
 nj = yj sono invarianti per gli auto-
 mor�smi in G, e x = npy1 + n
 py2 + ::: è somma di radici n-esime di elementi
 invarianti.Se H è un sottogruppo normale in G, l�insieme A (H) degli elementi dell�algebra
 A che restano �ssi sotto l�azione di H è invariante sotto l�azione di G. In par-ticolare, c�è un�azione naturale di G=H sulla sottoalgebra invariante A (H).Se g 2 G, h 2H, x 2 A (H), allora g�1hg 2 H e g�1hgx = x, quindi
 hgx = gx. Quindi, se x è H invariante, anche gx è H invariante. L�azione diG=H su A (H) è de�nita appunto da gx = hgx.
 8
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Se G0 � G1 � G2 � :::, con Gj+1 normale in Gj e Gj=Gj+1 commutativo conordine nj, e se A (G0) � A (G1) � A (G2) � :::, ogni elemento di A (Gj+1) puòessere decomposto in somme di radici nj-esime di elementi in A (Gj).Questo segue immediatamente dai precedenti. Si osservi poi che l�ordine nj
 del guppo quoziente G(j)=G(j+1) deve dividere l�ordine del gruppo G(j), e quindianche l�ordine n del gruppo di partenza. In�ne una radice di ordine nj si puòtrasformare in una radice di ordine n. �
 Corollario (Dal Ferro, Tartaglia, Ferrari): Le equazioni algebriche disecondo, terzo e quarto grado possono essere risolte con somme, sottrazioni,prodotti, divisioni, estrazioni di radici.
 Dimostrazione: La generica equazione algebrica di grado n con radicifx1; :::; xng è
 (x� x1) � (x� x2) � ::: � (x� xn)
 = xn �
 0@Xj
 xj
 1Axn�1 +
 0@Xi<j
 xixj
 1Axn�2 + :::� (x1x2:::xn) :
 = xn � �1 (x1; :::; xn)xn�1 + �2 (x1; :::; xn)xn�2 + :::� �n (x1; :::; xn) :
 Il gruppo simmetrico S (n) che permuta le variabili agisce sull�algebra deipolinomi nelle variabili fx1; :::; xng. La sottoalgebra invariante è la sottoalgebradei polinomi simmetrici, e questa sottoalgebra è generata dai polinomi sim-metrici elementari f�1; :::; �ng. Il gruppo S (n) è risolubile se n � 4. Quindi,per il teorema, ogni polinomio nelle variabili fx1; :::; xng può essere ottenutocon somme ed estrazioni di radici iterate n-esime di elementi della sottoalgebragenerata da f�1; :::; �ng. In particolare, le radici di una equazione algebricasono funzioni radicali dei coe¢ cienti dell�equazione. �
 Questa presentata non è ovviamente la dimostrazione di Dal Ferro, Tartaglia,Ferrari. Comunque, da questa dimostrazione si può ricavare una formula riso-lutiva.
 Super�ci di Riemann
 y = npx;
 y =
 Z x
 1
 dx
 x;
 y =
 Z x
 0
 dxp1� x2
 ;
 9
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y =
 Z x
 0
 dxp1� x4
 ;
 x (x� 1) d2y
 dx2� ((a+ b+ 1)x� c) dy
 dx� aby = 0:
 Molte funzioni rivelano la loro vera natura solo nel campo complesso, emolte di queste funzioni ad una variabile x possono associare più valori di y.Per eliminare le ambiguità si può restringere opportunamente il dominio dide�nizione, ma per capire il comportamento globale e la vera natura di unafunzione può essere opportuno non restringere ma ampliare il dominio. SeP (x; y) =
 Xci;jx
 iyj è un polinomio con coe¢ cienti complessi nelle variabilicomplesse x e y, l�equazione P (x; y) = 0 descrive una curva in C� C, cioèuna super�cie bidimensionale in R4. Una funzione algebrica y = y(x) è unasoluzione di una equazione algebrica P (x; y) = 0. Questa funzione può prenderepiù valori. Se P (x; y) ha grado n in y, per un generico x si hanno n soluzionify1(x); :::; yn(x)g, ma per particolari x le y possono essere meno di n. Un poli-nomio ha una radice multipla se e solo è una radice anche della derivata. SeP (a; b) = 0 e @P (a; b)=@y 6= 0, in un intorno di (a; b) c�è uno ed un solo ramodella funzione y = y(x). Ma se P (a; b) = 0 e @P (a; b)=@y = 0, in (a; b) duerami della funzione si incollano, e se anche @2P (a; b)=@2y = 0, i rami che siincollano sono tre... Inoltre, per particolari x l�equazione si può abbassare digrado e qualche soluzione y può scomparire all�in�nito. Nei �Fondamenti di unateorica generale delle funzioni di una variabile complessa� Bernhard Riemann(1826-1866) propone una possibile visualizzazione della super�cie P (x; y) = 0.Le funzioni fy1(x); :::; yn(x)g sono ben de�nite in ogni dominio semplicementeconnesso senza punti singolari. Se fp1; :::; pmg sono i punti di diramazione diP (x; y) = 0, i punti x in cui le soluzioni y sono meno di n, si taglia il piano com-plesso con delle semirette disgiunte da pk a 1. Si sovrappongono poi n copiedi questo piano tagliato e si assume che sul foglio j-esimo la funzione y = y(x)valga yj(x). Girando intorno ai punti di diramazione le soluzioni si scambiano,cioè sul bordo inferiore di un foglio una soluzione può prendere un valore dif-ferente dal valore sul bordo superiore. Se sui bordi inferiore e superiore di untaglio i valori dei rami yi(x) e yj(x) coincidono, si incolla il taglio inferiore delfoglio i al taglio superiore del foglio j. Questi fogli tagliati ed incollati sono lasuper�cie di Riemann dell�equazione P (x; y) = 0. In questa costruzione tridi-mensionale la super�cie ha delle autointersezioni, che scompaiono in dimensionequattro. La funzione algebrica nel piano complesso è multivoca, 1 n, ma conx variabile sugli n fogli della super�cie la funzione diviene univoca, 1 1. Sex percorre con continuità una curva che non passa per i punti di diramazionedi P (x; y) = 0, gli n valori fy1(x); :::; yn(x)g variano con continuità e, se lacurva è chiusa, dopo un giro attorno ai punti di diramazione un ramo yi(x)si può trasformare in un altro ramo yj(x). Se x percorre la stessa curva insenso inverso, si torna al punto di partenza. Quindi, la trasformazione da unramo all�altro è biunivoca, ad ogni curva chiusa è associata una permutazionedei rami della super�cie, e le curve omotope che possono essere deformate con
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continuità l�una nell�altra senza toccare i punti di diramazione danno le stessepermutazioni. In questo modo si ottiene un omomor�smo del gruppo fondamen-tale dei cammini �1 (C�fp1; :::; pmg) nel gruppo di sostituzioni sugli n elementify1(x); :::; yn(x)g. L�immagine di questo omomor�smo è il gruppo di monodro-mia della funzione algebrica. Il gruppo fondamentale dei cammini è un gruppolibero generato da curve semplici intorno ai singoli punti di diramazione, edil gruppo di monodromia è generato dalle permutazioni associate a questi giriintorno ai punti di diramazione. Si può mostrare che se la curva P (x; y) = 0 èliscia, irriducibile, e se la proiezione (x; y) x ha solo punti critici non degenericon valori critici di¤erenti, ad ogni giro intorno ad un punto critico corrispondeuna trasposizione tra due rami della super�cie, e queste trasposizioni generanoil gruppo di monodromia. Si può anche mostrare che il gruppo di monodromiaè isomorfo al gruppo di Galois dell�estensione algebrica del campo delle funzionirazionali C [x] con gli elementi fy1(x); :::; yn(x)g, il gruppo degli automor�smidel campo C [x; y1(x); :::; yn(x)] che �ssano C [x]. In�ne, le super�ci di Riemanndi funzioni non algebriche, come y = log(x) o y = arcsin(x), possono averein�niti fogli con gruppi di monodromia in�niti. L�esempio più elementare diequazione algebrica è yn�x = 0, con soluzione y = n
 px. Questa funzione assume
 i valori yj (� exp (i#)) = �1=n exp (i(#+ 2�j)=n), con j = 1; 2; :::; n. Per costru-ire la super�cie di Riemann si prendono n copie del piano complesso tagliatolungo una semiretta da 0 a1. Se x gira in senso antiorario intorno all�origine, #cresce da 0 a 2� e dopo un giro yj (x) si trasforma in yj+1 (x) se j = 1; 2; :::; n�1,e yn (x) si trasforma in y1 (x). Il gruppo di monodromia è ciclico di ordine n.
 Teorema: L�equazione yn � ny + (n � 1)x = 0 ha gruppo di monodromiaS(n).
 Dimostrazione: L�equazione yn � ny + (n � 1)x = 0 ha una simmetriadi ordine n � 1: Se (x; y) è una soluzione e !k = exp (2�ik=(n� 1)), k =1; 2; :::; n � 1, anche
 �!kx; !ky
 �è una soluzione. I punti di diramazione sono
 11
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soluzioni del sistema �yn � ny + (n� 1)x = 0;nyn�1 � n = 0:
 Le soluzioni sono (x; y) =�!k; !k
 �e queste radici sono doppie, infatti
 @2=@y2 (yn � ny + (n� 1)x) = n (n� 1) yn�2 6= 0 in�!k; !k
 �. In particolare,
 nei punti di diramazione x = !k si incollano solo due fogli della super�cie diRiemann e gli altri n�2 restano separati. La super�cie, compattata con il puntoall�in�nito, è omeomorfa ad una sfera. Il punto x = 0 non è una diramazione, sex = 0, allora y = 0 oppure y = n�1
 pn!k con k = 1; 2; :::; n�1. I fogli della super-
 �cie di Riemann possono essere indicizzati assumendo y = n�1pn!k sul k-esimo
 foglio e y = 0 sull�n-esimo. Dall�equazione n�yn�1 � 1
 �dy + (n� 1) dx = 0
 segue che se x parte da 0 e cresce �no a 1, la soluzione y che parte da 0 cresce�no a 1, mentre la soluzione che parte da n�1
 pn decresce �no a 1. Posto x = 1+u
 e y = 1 + v, l�equazione yn � ny + (n� 1)x = 0 diventa
 (1 + v)n � n (1 + v) + (n� 1) (1 + u) = 0;
 (n� 1)u+ n (n� 1)2
 v2 +n (n� 1) (n� 2)
 6v3 + :::+ vn = 0:
 E per u e v piccoli si ha l�equazione approssimata v �p�2u=n. In parti-
 colare, ad un giro completo di u intorno all�origine corrisponde mezzo giro di vintorno all�origine. Quindi, se x parte da 0 e arriva a 1, poi gira intorno a 1 etorna a 0, la soluzione y che parte da 0, arriva a 1 e prosegue �no a n�1
 pn. Simil-
 mente, la soluzione y che parte da n�1pn, arriva a 1 e prosegue �no a 0. Se x gira
 intorno a 1, c�è uno scambio tra le soluzioni y = 0 e y = n�1pn, mentre le altre
 soluzioni restano invariate. Similmente, per la simmetria y�!kx
 �= !ky (x), gi-
 rando intorno a x = !k le soluzioni y = 0 e y = n�1pn!k si scambiano e le altre
 restano invariate. Il gruppo di monodromia della super�cie contiene quindi letrasposizioni (k; n). In�ne, (hn) (kn) (hn) = (hk) e (abc:::d) = (ab) (ac) ::: (ad),quindi il gruppo di monodromia contiene tutte le permutazioni. �
 La super�cie di Riemann diy3 � 3y + 2x = 0
 ha tre fogli con due diramazioni in (1; 1) e(�1;�1). Se x cresce da 0 a 1 e poi torna a 0, lasoluzione y che parte da 0 passa per 1 ed arrivainp3, la soluzione che parte da
 p3 arriva in 0,
 e la soluzione che parte da �p3 torna in �
 p3.
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Anche se non necessario per quanto segue, con le formule di Riemann Hur-wiz cerchiamo di determinare la topologia di una curva algebrica P (x; y) = 0.Aggiungendo al piano il punto all�in�nito si ottiene la sfera di Riemann C[f1g.Ogni foglio della super�cie di Riemann con un taglio da un punto di diramazionep a1 è una sfera con due vertici, un lato, una faccia, V �L+F = 2, e la carat-teristica di Eulero di n sfere non incollate e disconnesse è 2n. Incollandole siottiene una super�cie compatta con n facce, n lati, e 2n�
 X(e(p)� 1) vertici,
 con e(p) il numero di fogli che si incontrano in un punto di diramazione. Quindi,la caratteristica di Eulero della super�cie è
 V � L+ F = 2n�X
 (e(p)� 1) :
 La caratteristica di Eulero è legata al genere, cioè al numero di buchi dellasuper�cie, dalla relazione � (S) = 2� 2g. Quindi, il genere della super�cie è
 g = 1� n+ 1=2X
 (e(p)� 1) :
 Per esempio, la super�cie di Riemann della curva ellittica y2 = (x� a) (x� b) (x� c)ha due fogli, n = 2, con punti di diramazione p = a; b; c;1, con e(p) = 2, quindiha genere g = 1. La super�cie è un toro.Come esercizio per ricapitolare quanto visto, ci permettiamo di presentare
 una dimostrazione un po�complicata, ma nello spirito dei teoremi precedenti,della formula di Cardano per le soluzioni di equazioni di terzo grado.
 Corollario (Del Ferro-Tartaglia): Le soluzioni dell�equazione di terzogrado y3 � 3y + 2x = 0 sono
 y =3
 q�x� 2
 px2 � 1 + 3
 q�x+ 2
 px2 � 1:
 In questa espressione le determinazioni delle radici quadrate sono le stessee le determinazioni delle radici cubiche danno come prodotto 1.
 Dimostrazione: Un calcolo esplicito mostra che l�espressione radicale èsoluzione dell�equazione. Ma è anche possibile seguire una via più tortuosa, con-frontando la super�cie di Riemann della funzione algebrica 3
 p�x� 2
 px2 � 1 +
 13
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3p�x+ 2
 px2 � 1 con quella dell�equazione y3 � 3y + 2x = 0. La funzione z =
 �x�px2 � 1 ha due rami e w = 3
 p�x� 2
 px2 � 1 ne ha sei. Se ! = exp (2�i=3)
 e se A e B sono i rami di w che in x = 0 prendono i valori i e �i, i rami di w sono�A;!A; !2A;B; !B; !2B
 . Se la variabile x percorre i segmenti da �1 a 0 o da
 0 a 1, i rami di z descrivono un quadrante della circonferenza fz = 1g, quindi irami di w percorrono archi in fw = 1g di ampiezza �=6. Il gruppo di monodro-mia di w è generato da curve che girano intorno ai punti di diramazione �1. Sela curva � parte da 0, percorre il segmento da 0 a "� 1, gira in senso antiorariointorno al punto �1, e torna a 0 lungo il segmento da "�1 a 0, allora �A = !Be �B = !2A. Se � è una curva simile che gira intorno a 1, allora �A = !2B e�B = !A. I rami
 �A+B;!A+ !2B;!2A+ !B
 rimangono invarianti rispetto
 all�azione del gruppo di monodromia generato da f�; tg e questo gruppo è S(3),
 � (A+B) = !B + !2A; ��!A+ !2B
 �= !2B + !A; �
 �!2A+ !B
 �= B +A;
 � (A+B) = !2B + !A; ��!A+ !2B
 �= B +A; �
 �!2A+ !B
 �= !B + !2A:
 Quindi la funzione algebrica Y =�A+B;!A+ !2B;!2A+ !B
 vive sulla
 stessa super�cie di Riemann dell�equazione y3�3y+2x = 0. In�ne, Y e y hannolo stesso comportamento all�in�nito e nell�origine. Quindi Y = y. �
 Il teorema di Abel Ru¢ ni
 Diamo una de�nizione precisa di soluzione radicale di una equazione alge-brica:
 a, b, c,... sono interi. T (x), Z (x; t), W (x; t; z),... sono funzioni razion-ali delle variabili x, (x; t), (x; t; z),... In�ne, ta = T (x), zb = Z (x; t), wc =W (x; t; z),... L�equazione algebrica P (x; y) = 0 ha una soluzione radicale setutte le determinazioni della funzione algebrica y (x) sono contenute tra le de-terminazioni delle funzioni algebriche radicali t = a
 pT (x), z = b
 pZ (x; t (x)),
 w = cpW (x; t (x) ; z (x)),...
 Il seguente teorema descrive la monodromia di una funzione algebrica radi-cale.
 Teorema: (1) Se yn = Q (x), con n intero positivo e Q(x) funzione razionale,se � e � sono curve nel piano della variabile x con una origine in comune nonpassanti per i poli e gli zeri di Q(x), la funzione algebrica y (x) ha variazionenulla lungo il commutatore   = ����1��1.(2) Se l�equazione algebrica P (x; y) = 0 ha una soluzione radicale, esiste k
 tale che la funzione algebrica y (x) ha variazione nulla lungo ogni commutatoredi ordine k. In altre parole, il gruppo di monodromia di una funzione algebricaradicale è risolubile.
 Dimostrazione: (1) Se h(x) è una particolare determinazione di npQ(x) e
 ! = exp (2�i=n), le determinazioni di yn = Q (x) sono
 y1 (x) = h(x); y2 (x) = !h(x); y3 (x) = !2h(x); ::::
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Girando intorno ad un punto di diramazione, h(x) si trasforma in una par-ticolare !ih(x), e le costanti !k�1 rimangono costanti. Quindi, una genericayk(x) = !k�1h (x) si trasforma in !i+k�1h (x) = yi+k(x), con addizioni degliindici modulo n. Se yk(x) yi+k(x) lungo una curva �, e yk(x) yj+k(x)lungo una curva �, lungo il commutatore ����1��1 la variazione è nulla,
 yk(x)� yi+k(x)
 � yj+i+k(x)��1 yj+k(x)
 ��1 yk(x):
 (2) Per il punto precedente, se t (x) = apT (x), z (x) = b
 pZ (x; t (x)),
 w (x) = cpW (x; t (x) ; z (x)), con a, b, c,... interi e T (x), Z (x; t), W (x; t; z)
 funzioni razionali, t (x) e Z (x; t (x)) hanno variazione nulla lungo un commuta-tore, z (x) e W (x; t (x) ; z (x)) hanno variazione nulla lungo un commutatore dicommutatori, w (x) ha variazione nulla lungo un commutatore di commutatoridi commutatori,... �
 Teorema (Abel-Ru¢ ni): Una generica equazione algebrica di grado mag-giore o uguale a 5 non può essere risolta con radicali. Cioè, non si può costruirela funzione algebrica y = y(x) radice di un polinomio P (x; y) = 0 componendole costanti e la funzione x con le quattro operazioni elementari, +, �, �, �, ele estrazioni di radici n
 p:.
 Dimostrazione: Per quanto visto sopra, le funzioni algebriche de�nite daformule esplicite, con somme, prodotti e radici, hanno gruppi di monodromiarisolubili. Al contrario, il gruppo di monodronia di un generica funzione alge-brica di grado n � 5, per esempio yn � ny + (n � 1)x = 0, è il gruppo nonrisolubile S(n). �
 Si è appena mostrato che esistono funzioni algebriche non radicali, ma si puòanche mostrare che funzioni algebriche non radicali per valori interi della vari-abile possono prendere valori algebrici non radicali. Esistono cioè delle equazionialgebriche con coe¢ cienti numerici non risolubili per radicali numerici. In par-ticolare, Leopold Kronecker (1823-1891) ha dimostrato che un polinomio ir-riducibile di grado primo dispari con coe¢ cienti interi e radici radicali ha unasola radice reale, oppure tutte le radici sono reali. Per esempio, l�equazionex5 � 4x� 2 = 0 ha tre radici reali e due complesse, e nessuna di queste è radi-cale. Più in generale, non è possibile risolvere una generica equazione di gradon � 5 con radicali e con soluzioni di equazioni di grado n�1. Ci sono comunqueequazioni di quinto grado con soluzioni radicali:
 x5 + 330x� 4170 = 0;x =
 5p12 +
 5p54� 5
 p144 +
 5p648:
 La seguente dimostrazione alternativa della risolubilà del gruppo di mon-odromia di funzioni algebriche radicali è un po�più complicata, ma serve adillustrare le relazioni tra le super�ci di Riemann di due funzioni algebriche f(x)e g(x) e le super�ci di f(x)+g(x), f(x)�g(x), f(x) �g(x), f(x)=g(x), e n
 pf(x).
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Teorema: (1) C�è un omomor�smo suriettivo di un sottogruppo del prodottodei gruppi di monodromia di due funzioni algebriche f(x) e g(x) sui gruppi dimonodromia di f(x) + g(x), f(x)� g(x), f(x) � g(x), e f(x)=g(x).(2) C�è un omomor�smo suriettivo con nucleo commutativo del gruppo di
 monodromia di npf(x) sul gruppo di monodromia di f(x).
 (3) Le funzioni algebriche y = y(x) costruite componendo le costanti e lafunzione x con le quattro operazioni elementari, +, �, �, �, e le estrazionidi radici n
 p:, cioè le funzioni de�nite da esplicite formule algebriche radicali,
 hanno gruppi di monodromia risolubili.
 Dimostrazione: Mostriamo che c�è un omomor�smo suriettivo di un sot-togruppo H del prodotto F � G dei gruppi di monodromia di f(x) e g(x) sulgruppo di monodromia K di f(x) + g(x). Se f(x) e g(x) hanno rispettivamentem e n rami ffi(x)g e fgj(x)g, con punti di diramazione fpkg, per costruire lasuper�cie di Riemann di f(x) + g(x) si prendono m � n copie del piano comp-lesso, con tagli da pk a 1. Si denotano i fogli con gli indici (i; j), 1 � i � m e1 � j � n, e sul foglio (i; j) si assume che f(x)+g(x) valga fi(x)+gj(x). Se suibordi inferiore e superiore di un taglio i valori di fi(x) + gj(x) e fh(x) + gk(x)coincidono, si incolla il taglio inferiore del foglio (i; j) al taglio superiore delfoglio (h; k). In�ne, se fi(x) + gj(x) = fh(x) + gk(x) per ogni x, si elim-ina un foglio incollando il foglio (i; j) sul foglio (h; k). Ad ogni cammino inC � fpkg è associata una permutazione dei rami ffi(x)g ed una permutazionedei rami fgj(x)g, quindi anche una permutazione di ffi(x) + gj(x)g. Se le fun-zioni f(x) e g(x) hanno punti di diramazione in comune, le permutazioni degliindici i e j possono non essere indipendenti. Se dei fogli sono stati incollati,alcune permutazioni non banali di ffi(x)g e fgj(x)g possono dare delle permu-tazioni banali di ffi(x) + gj(x)g. In ogni caso, c�è un omomor�smo suriettivodi un sottogruppo del prodotto dei gruppi di monodromia di f(x) e g(x) sulgruppo di monodromia di f(x) + g(x). La costruzione delle super�ci di Rie-mann e dei gruppi di monodromia di f(x) � g(x), f(x) � g(x), e f(x)=g(x),è simile. Questo prova (1). Mostriamo che c�è un omomor�smo del gruppodi monodromia G di n
 pf (x) sul gruppo di monodromia F di f(x), con un
 nucleo commutativo H. Se f(x) ha m rami ffi(x)g, allora npf(x) ha m � n
 rami hi;j(x) = exp (2�ij=n)hi(x), con hi(x) una particolare determinazione dinpfi(x). I punti di diramazione di n
 pf(x) sono gli zeri, i poli, ed i punti di
 diramazione di f(x). Se girando intorno ad un punto di diramazione hi;j(x)si trasforma in hk;r(x), allora hi;j+s(x) = exp (2�is=n)hi;j(x) si trasforma inexp (2�is=n)hk;r(x) = hk;r+s(x), con addizioni degli indici modulo n. In parti-colare, ad ogni permutazione dei rami fhi;j(x)g corrisponde una permutazionedei rami ffi(x)g ed è possibile de�nire un omomor�smo del gruppo di mon-odromia di n
 pf(x) sul gruppo di monodromia di f(x). Il nucleo di questo
 omomor�smo sono le permutazioni che �ssano il primo indice di fhi;j(x)g, chesono delle moltiplicazioni per exp (2�is=n) per un qualche s. Se � e � sonodue permutazioni nel nucleo tali che � (i; j) = (i; j + s) e � (i; j) = (i; j + t),allora �� (i; j) = �� (i; j) = (i; j + s+ t). Quindi il nucleo di questo omomor-
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�smo è commutativo. Questo prova (2). In�ne, (3) è un corollario di (1) e(2). Somme prodotti e radici di funzioni algebriche con gruppi di monodromiarisolubili hanno gruppi di monodromia risolubili. Componendo le costanti ela funzione x, che hanno monodromia banale, con somme prodotti e radici, siottengo gruppi di monodromia risolubili. �
 Per esempio, la funzione y =px+px è soluzione dell�equazione (y �
 px)2=
 x, cioè y2�y2 � 4x
 �= 0. L�equazione si spezza in y = 0, y = 0, y2�4x = 0, e la
 super�cie di Riemann è disconnessa in tre parti. Su due fogli la funzione prendeil valore zero, sugli altri due fogli il valore �2
 px. Il gruppo di monodromia è
 S(2). Un altro esempio è la formula di Cardano per le soluzioni dell�equazionedi terzo grado y3 � 3y + 2x = 0,
 y =3
 q�x� 2
 px2 � 1 + 3
 q�x+ 2
 px2 � 1:
 Questa è una formula radicale esplicita, quindi ha un gruppo di monodro-mia risolubile. La super�cie di Riemann ed il suo gruppo di monodromia pos-sono essere costruiti passo dopo passo seguendo la ricetta nel teorema, da xa 2px2 � 1, poi a 3
 p�x� 2
 px2 � 1 ed a 3
 p�x� 2
 px2 � 1 + 3
 p�x+ 2
 px2 � 1,...
 Con opportune trasformazioni algebriche in una generica equazione di grado5 si possono eliminare i termini di grado 4, 3, 2. In particolare, l�equazioneaz5+ bz4+ cz3+dz2+ez+f = 0 si può ridurre a y5+y+x = 0, con x funzioneradicale di a, b, c, d, e, f . Il gruppo di monodromia di questa equazione è S (5),e questo gruppo non è risolubile.
 Risoluzioni analitiche di equazioni algebriche
 La dimostrazione del teorema di Abel Ru¢ ni suggerisce la possibilità dirisolvere le equazioni algebriche sostituendo ai radicali altre funzioni con mon-odromie appropriate. Nel 1854 Enrico Betti (1823-1892) pubblica la memoria�Un teorema sulla risoluzione analitica delle equazioni algebriche�.
 Teorema (Betti): Le radici di ogni equazione algebrica F (y) + xf(y) = 0,se si riguardano i coe¢ cienti di essa come funzioni lineari di una variabile x,soddisfano sempre una equazione di¤erenziale della forma
 dxp'(x)
 =#(y)dyp (y)
 ;
 dove '(x) è la funzione che deve annullarsi a¢ nché la proposta abbia radicieguali, e #(y) e (y) sono funzioni razionali ed intere di y, che non contengonox.
 Dimostrazione: Per sempli�care l�esposizione, presentiamo la dimostrazionesu degli esempi espliciti. Iniziamo con l�equazione di terzo grado
 4y3 � 3y + x = 0:
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I punti di diramazione sono soluzioni del sistema�4y3 � 3y + x = 0;12y2 � 3 = 0; f� (1; 1=2)g :
 Sviluppando l�equazione intorno a questi punti critici si ottiene
 1� x = 4y3 � 3y + 1 = (1 + y) (1� 2y)2 ;1 + x = �4y3 + 3y + 1 = (1� y) (1 + 2y)2 ;
 1� x2 =�1� y2
 � �1� 4y2
 �2:
 Inoltre, derivando l�equazione 4y3 � 3y + x = 0 si ottiene8<:dx
 dy= 3
 �1� 4y2
 �;
 x(0) = 0:
 Ma 1� 4y2 =p1� x2=
 p1� y2. Quindi,Z x
 0
 dxp1� x2
 =
 Z y
 0
 3dyp1� y2
 ;
 arcsin(x) = 3 arcsin(y);
 y = sin (arcsin(x)=3) :
 In particolare, le equazioni di terzo grado si possono risolvere con le funzionitrigonometriche. Consideriamo ora l�equazione di quinto grado
 4y5 � 5y4 + x = 0:
 I punti di diramazione sono soluzioni del sistema�4y5 � 5y4 + x = 020y4 � 20y3 = 0 ; f(0; 0) ; (0; 0) ; (0; 0) ; (1; 1)g :
 Sviluppando l�equazione intorno a questi punti critici, si ottiene
 �x = 4y5 � 5y4 = y4 (4y � 5) ;1� x = 4y5 � 5y4 + 1 = (y � 1)2
 �4y3 + 3y2 + 2y + 1
 �;
 x (x� 1) = y4 (y � 1)2 (4y � 5)�4y3 + 3y2 + 2y + 1
 �:
 y6 (y � 1)2 = x (x� 1) y2(4y � 5) (4y3 + 3y2 + 2y + 1) :
 Inoltre, derivando l�equazione 4y5 � 5y4 + x = 0, si ottiene8<:dx
 dy= �20y3 (y � 1) ;
 x(a) = 5a4 � 4a5:
 18
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Sostituendo a y3 (y � 1) l�espressione sopra ottenuta, si arriva aZ x
 5a4�4a5
 dxpx (x� 1)
 =
 Z y
 a
 �20ydyp(4y � 5) (4y3 + 3y2 + 2y + 1)
 :
 L�integrale con la x è un logaritmo e quello con la y è ellittico. Dalla polidro-mia degli integrali, segue la molteplicità delle soluzioni. Il polinomio di quartogrado in y può anche essere trasformato in uno di terzo con il cambio di vari-abile 4y� 5 = 1=z. Quindi le equazioni di quinto grado si possono risolvere confunzioni ellittiche a parametro logaritmico. �
 Un altro metodo per risolvere analiticamente una equazione algebrica èsviluppare in serie di potenze la soluzione. Per esempio, una soluzione dell�equazionetrinomia y = 1 + xyn è
 y = 1 ++1Xk=1
 nk(nk � 1):::(nk � k + 2)k!
 xk:
 Il rapporto tra i coe¢ cienti di due potenze successive xk e xk+1 è una fun-zione razionale di k, quindi la serie è ipergeometrica.Per risolvere le equazioni di primo grado bastano le quattro operazioni el-
 ementari, somme sottrazioni prodotti divisioni. Le equazioni di secondo, terzoe quarto grado si possono risolvere con le quattro operazioni elementari più leradici, che sono le funzioni z = �(t) de�nite dall�equazione zn� t = 0. Per risol-vere le equazioni di quinto grado le radici non bastano, ma si possono utilizzaregli iper radicali de�niti dalla funzione z = '(t) con z5+z+t = 0, per le equazionidi sesto grado la funzione di due variabili z = (u; v) con z6 + z2 + uz + v = 0,e così per le equazioni di grado sette, otto, nove,.... Il tredicesimo dei 23 prob-lemi presentati al congresso internazionale dei matematici del 1900 da DavidHilbert chiede se sia possibile ottenere la soluzione z = (u; v; w) dell�equazionez7 + z3 + uz2 + vz + w = 0 per superposizione di funzioni di due variabili.
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