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Capıtulo 1
 La base observacional
 La teorıa de interiores estelares tiene como objeto investigar la estructuray evolucion de las estrellas. Pero son las propiedades de estas las que guıandicha investigacion. Salvo excepciones, son las propiedades estelares globales(masas, radios, temperaturas, brillos) de un gran conjunto de estrellas las queinteresan para la teorıa. Estas propiedades pueden determinarse con los metodosastronomicos clasicos aunque en los ultimos anos ha habido un enorme progresogracias a la tecnologıa moderna.
 1.1. El diagrama de Herzsprung-Russell
 Las propiedades estelares mas facilmente observables son la luminosidad dela estrella (es decir, la potencia emitida) y su temperatura superficial. Las canti-dades que interesan principalmente son la luminosidad bolometrica L, es decir, lapotencia total emitida en todas las longitudes de onda, y la temperatura efectivaTef : la que tendrıa un cuerpo negro que emitiera con la misma luminosidad.
 Cantidades mas faciles de medir son la luminosidad aparente de la estrella ly el ındice de color, usando el espectro de la estrella o fotometrıa en dos o mascolores. Las cantidades “teoricas” son funciones “simples” (es decir, facilmentecalculable a partir de tablas apropiadas) de estas u otras cantidades observables.La construccion de estas complejas tablas se hizo durante el siglo pasado y auncontinua. . .
 Una representacion grafica de la luminosidad contra la inversa de la tem-peratura efectiva se llama el diagrama de Herzsprung-Russell, frecuentementeabreviado como diagrama HR. La Figura 1.1 muestra un diagrama HR de es-trellas en las cercanıas del sol. Se ve a simple vista que las estrellas no estandistribuidas uniformemente en el plano (log10 L, log10Te). Esquematicamente, ladistribucion de estrellas es la siguente:
 Secuencia principal: La mayor parte de las mismas se distribuyen a lo largode la secuencia principal, que se extiende desde el angulo superior derechodel diagrama HR al inferior izquierdo. La secuencia principal esta muybien definida: su ancho en el diagrama HR es una fraccion de magnitud,lo que la hace muy interesante para estimar distancias en la galaxia.
 Rama de las gigantes rojas: A la izquierda y hacia arriba del diagrama HR,
 7
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 Figura 1.1: Diagrama HR en las cercanıas del Sol. MS: Binarias de la secuenciaprincipal. OB: Binarias OB. O: Binarias OO. SB: Binarias espectroscopicas. VB:
 Binarias visuales [89]. WDM: Enanas blancas con masas conocidas [81, 100].WD: Otras enanas blancas [57]. RGM: Gigantes rojas con masas conocidas [89].RG: Otras gigantes rojas [66]. Cf: Cefeidas [44].
 hay un grupo menos numeroso de estrellas de gran tamano y baja tempe-ratura: son las gigantes rojas.
 Rama horizontal: Desde la rama de las gigantes rojas se extiende hacia laizquierda otro grupo de estrellas brillantes y escasas: la rama horizontal.Muchas de las mismas son estrellas variables intrınsecas.
 Enanas blancas: Finalmente, en la parte inferior del diagrama Herzsprung-Russell, hay un grupo de estrellas de baja luminosidad pero altas tempe-raturas: son las enanas blancas
 La compleja estructura del diagrama HR galactico se debe en buena medidaa la compleja estructura del entorno solar. Este se formo a lo largo de la historiade la Galaxia, mezcandose estrellas de distinto origen, composicion quımicay edad. Los cumulos galacticos, formados por estrellas con un posible origencomun, tienen una estructura mucho mejor definida que el confuso entorno solary sus secuencias principales han sido estudiadas con mucho cuidado. La Figura
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 Figura 1.2: Diagrama HR de las Hıadas. MSHy: Secuencia principal. WDH: Ena-nas blancas. GRH: Gigantes rojas. SGH: Rama horizontal.
 1.2 muestra el diagrama HR del cumulo galactico de las Hıadas, formado condatos del catalogo HIPPARCOS [83, 46].
 Las caracterısticas mas importantes del diagrama HR de las Hıadas (quecomparte con otros cumulos galacticos) es la existencia de una interrupcionbien definida de la secuencia principal: el extremo azul, y una incipiente ramade las gigantes rojas. La existencia del extremo azul se debe, como veremos, ala edad finita del cumulo galactico.
 Las estrellas de los cumulos galacticos y la mayorıa de las del entorno so-lar, pertenecen a la Poblacion estelar I : estrellas jovenes, ricas en metales, quepertenecen fundamentalmente al disco de la Galaxia. Las estrellas de PoblacionII por otra parte son estrellas viejas, pobres en metales y pertenecen al halode la galaxia y a los cumulos globulares. El diagrama HR de estos ultimos esclaramente distinto en sus detalles del diagrama HR de la poblacion I. La Figura1.3 muestra el diagrama HR del cumulo globular M15 [74].
 El diagrama muestra la tıpica detencion de la secuencia principal, una ramade las gigantes rojas algo mas azul que la de las estrellas de poblacion I y unarama horizontal bien definida.
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 Figura 1.3: Diagrama H-R del cumulo globular M15.
 1.2. Masas y radios
 Ademas de las luminosidades y temperaturas efectivas, que describen el dia-grama HR, un segundo grupo de datos globales de las estrellas lo constituyensus masas y radios. Estas cantidades pueden obtenerse por otro tipo de obser-vaciones.
 Masas: Las masas estelares pueden obtenerse en los sistemas binarios eclip-santes, en las binarias espectroscopicas resueltas o en binarias visuales.En estos casos se dispone de informacion suficiente como para determinarambas masas del sistema [88].
 Por otra parte, en casos excepcionales, pueden determinarse las masas apartir de otros parametros. Por ejemplo, si se conocen el radio de la estrellay su gravedad superficial g = GM/R2 es posible determinar su masa. Enel caso particular de las eneanas blancas, es posible medir el corrimientoal rojo gravitacional z = GM/c2R y es posible estimar las masas de lasmismas conociendo el radio.
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 Figura 1.4: Relacion masa-luminosidad para la secuencia principal. DMS: Sis-temas binarios desprendidos. DOB: Sistemas OB desprendidos. RSB: Binariasespectroscopicas resueltas. VB: Binarias visuales.
 En las binarias espectroscopicas separadas la cercanıa de las estrellas in-duce deformaciones tidales que dependen de las masas y pueden usarsepara determinar las masas de las componentes [18].
 En el caso de los pulsares binarios, las correcciones relativistas al movi-miento de la estrella proporcionan dos ecuaciones adicionales de las quese pueden deducir las masas[117].
 Radios: En principio, los radios de las estrellas pueden obtenerse si se conocenla luminosidad L y la temperatura efectiva Te a traves de la ecuacion parala luminosidad
 L = 4πR2σT 4e
 En los sistemas binarios eclipsantes, los eclipses de los mismos proveeninformacion suficiente sobre los radios y las luminosidades.
 Estos datos pueden representarse graficamente y usarse para comparar lateorıa de la evolucion estelar con la observacion. Veamos unos pocos ejemplos
 Relacion M − L para la secuencia principal: La Figura 1.4 muestra la co-rrelacion masa-luminosidad a lo largo de la secuencia principal. Es facilver que los datos pueden representarse con la ecuacion empırica
 LL¯'(
 MM¯
 )a
 a ∼ 4 (1.1)
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 Figura 1.5: Relacion radio-masa para las enanas blancas. WDS: Enanas blancasen el entorno solar. WDH: Enanas blancas en las Hıadas. PRO: Procion B
 excepto en el extremo inferior del rango.
 Relacion R−M para enanas blancas: Se conocen las masas y radios de al-gunas enanas blancas, que representamos graficamente en la Figura 1.5.Al reves de las estrellas normales, el radio decrece al crecer la masa.
 1.3. Abundancia de los elementos
 Uno de los observables mas importantes para explicar con la teorıa es laabundancia de elementos quımicos en el Universo. La conocemos bien en elSistema Solar y aproximadamente en estrellas donde se puede hacer un analisisespectroscopico adecuado.
 1.3.1. Las abundancias en el Sistema Solar
 La abundancia de elementos en el sistema solar esta bien estudiada desdela decada del ’50. Las caracterısticas mas importantes de su distribucion en latabla periodica son las siguentes (Figura 1.6)
 Los gases primordiales: Hidrogeno y helio son notablemente abundantes, yentre ambos constituyen alrededor del 98% de la materia en el sistemasolar.
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 Figura 1.6: Abundancia de elementos en el sistema solar, normalizada a n(Si) =106. Cos: Elementos de origen cosmologico. ZP¡: Elementos livianos (Z < 26)pares. ZI¡: Elementos livianos impares. ZP¿: Elementos pesados pares. ZI¿: Ele-mentos pesados impares. Act: Actınidos radiactivos.
 Los elementos livianos: Los elementos con 6 ≤ Z ≤ 40 constituyen un gru-po abundante de elementos, con dos caracterısticas: los nucleıdos par-par(Z = N) son alrededor de 10 veces mas abundantes que sus contrapartespar-impar y la abundancia decrece en forma exponencial con Z.
 El grupo del hierro: Los elementos con Z ∼ 26 son mucho mas abundantesque los de los alrededores.
 Los elementos pesados: Los elementos con 30 . Z ≤ 83 tienen una abun-dancia que decrece lentamente con Z al principio y luego se mantieneaproximadamente constante. Hay dos picos bien marcados en esta distri-bucion: uno alrededor de Z ∼ 55 y otro alrededor de Z ∼ 80.
 Los actınidos: Hay dos elementos (tres nucleidos) con Z > 82 que aunqueradiactivos tienen vidas medias muy largas y son razonablemente abun-dantes en la naturaleza: uranio y torio.
 Veremos que la teorıa de la nucleosıntesis estelar explica esta distribucion deabundancias.
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 Figura 1.7: Abundancia de elementos en otras estrellas, comparadas con la solar.
 1.3.2. Abundancias en estrellas
 La abundancia de elementos es similar a la solar en numerosas estrellas “nor-males”: tanto de la secuencia principal como gigantes. La Figura 1.7 comparala abundancia de algunos elementos livianos en distintas estrellas.
 Por otra parte, existen numerosas estrellas cuyas abundancias son muy dis-tintas de la solar. En las estrellas de helio las lıneas de hidrogeno estan ausentesy la abundancia de helio es enorme. Las estrellas de carbono, gigantes rojas muyfrıas, muestran una abundancia anormal de carbono en su superficie.
 Notas bibliograficas
 La referencia [62] contiene un resumen muy bueno de la parte observacional.Tambien las referencias [98, 35] contienen buenos resumenes, a un nivel masavanzado.
 14

Page 16
                        

Capıtulo 2
 Procesos cuanticos
 La mecanica cuantica juega un papel indirecto pero esencial en la de inte-riores estelares. Sobre ella se basan los calculos de las propiedades crıticas de lamateria (ecuacion de estado, opacidades, tasas de produccion de energıas) quedeterminan la estructura estelar.
 La mayor parte de estos calculos se hacen con la regla de oro de Fermi, la quese deduce con la mayor sencillez con la teorıa de perturbaciones dependientesdel tiempo. A su vez, esta ultima se puede representar provechosamente a travesde los diagramas de Feynman, que dan una descripcion pictorica de un procesocuantico en el sentido de la teorıa de perturbaciones.
 2.1. El propagador
 El problema que nos proponemos resolver es el siguiente: sea un sistemacuantico cualquiera, con hamiltoniano H0 que puede, en principio, interactuarcon el ambiente que lo rodea, y sea V (t) un potencial dependiente del tiempoque modela esa interaccion. Nos proponemos calcular, en forma aproximada, lasolucion de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
 [
 H0 + λV (t)]
 |Ψ(t)〉 = i~∂ |Ψ(t)〉∂t
 (2.1)
 en donde el parametro λ caracteriza la intensidad de la interaccion.El metodo que vamos a utilizar para desarrollar la teorıa de perturbaciones
 se debe a R. P. Feynman y consiste en hallar una funcion de Green de la ecuacion(2.1) imponiendo la condicion de causalidad. Esta funcion de Green se llama elpropagador del sistema cuantico.
 2.1.1. Operador de evolucion y propagador
 Para hallarlo, consideremos el operador evolucion del sistema U(t, t0), quesatisface
 [
 H0 + λV (t)]
 U(t, t0) = i~∂
 ∂tU(t, t0) (2.2)
 con las condiciones inicialesU(t0, t0) = I (2.3)
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Tambien sabemos que el operador evolucion de un sistema independiente deltiempo puede escribirse en la forma
 U0(t− t0) =∑
 n
 |En〉 e−iEn(t−t0)
 ~ 〈En| (2.4)
 pues el hamiltoniano no perturbado H0 posee un conjunto completo de autoes-tados
 H0 |n〉 = En |n〉 (2.5)
 en donde En son las energıas posibles del sistema no perturbado.El propagador es un operador K(t, t0) que satisface
 i~∂
 ∂tK(t, t0)− H(t)K(t, t0) = i~Iδ(t− t0) (2.6)
 con la condicion de causalidad
 K(t, t0) = 0 si t < t0 (2.7)
 Es facil ver que el propagador puede expresarse en forma sencilla con eloperador evolucion
 K(t, t0) = U(t, t0)Θ(t− t0) (2.8)
 en donde Θ es la funcion de Heaveside
 Θ(x) =
 1 x > 0
 0 x < 0(2.9)
 No es difıcil demostrar que (2.8) satisface (2.6) con la condicion de causali-dad.
 En todo el tratamiento anterior, hemos trabajado al operador de evoluciony al propagador en una representacion abstracta. Pero es facil (al menos enprincipio) escribirlo en una representacion concreta cualquiera, al menos en elcaso no perturbado. Por ejemplo, consideremos el movimiento de una partıculaen un potencial V0(r). Si las autofunciones del operador H0 = p2
 /2m + V0 sonφn(r) = 〈r| |En〉, el propagador tiene la representacion
 K(r, t; r0, t0) =∑
 n
 φ(r)e−iEn(t−t0)
 ~ φ∗(r0) (2.10)
 Feynman introdujo una representacion grafica para la ecuacion (2.10) quetiene un gran valor intuitivo. Consideremos, para fijar las ideas, una partıculaen una dimension. Supongamos que en instante t0 se encuentra en el punto x0.El propagador K(x, t;x0, t0) es la amplitud de probabilidad de que la partıculase encuentre en x en el instante t. Feynman represento esta amplitud de proba-bilidad como una lınea en el plano (x, t) (Figura 2.1). Este es el mas sencillo delos diagramas de Feynman, cuya utilidad se vera en teorıa de perturbaciones.
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 Figura 2.1: Diagrama de Feynman para una partıcula libre
 2.1.2. Ecuacion integral para el propagador
 La propiedad mas importante del propagador es que satisface una ecuacionintegral util para llevar a cabo la teorıa de pertirbaciones. Para hallarla, escri-bamos la ecuacion para el propagador no perturbado K0
 i~∂
 ∂tK0(t, t0)− H0K0(t, t0) = i~Iδ(t− t0) (2.11)
 Ahora bien comoH = H0 + λV (t) (2.12)
 la ecuacion (2.6) puede escribirse en la forma
 i~∂
 ∂tK(t, t0)− H0K0(t, t0) = i~Iδ(t− t0) + λV (t) (2.13)
 Pero esta ultima ecuacion tiene la forma
 i~∂f
 ∂t− H0f = g
 cuya solucion puede expresarse con el propagador no perturbado
 f =1
 i~
 ∫
 dt′, K(t, t′)g(t′)
 Con estos resultados, hallamos de inmediato la ecuacion que buscabamos
 K(t, t0) = K0(t, t0)−i
 ~λ
 ∫ t
 t0
 dt′ K0(t, t′)V (t′)K(t′, t0) (2.14)
 La ecuacion (2.14) es una ecuacion integral para el propagador, que puederesolverse por aproximaciones sucesivas. Pero ¡cuidado!: es una ecuacion integralentre operadores, mucho mas complicada que las ecuaciones integrales comunes,pero tambien mucho mas rica para describir procesos en la naturaleza.
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 Figura 2.2: Rotador rıgido con eje fijo
 Problemas 2.1
 Problema 2.1.1 (Propagador para una particula libre).Calcular el propagador para una partıcula libre
 H0 =p2
 2m
 1. En la representacion de impulsos
 2. En la repreentacion de coordenadas.
 Problema 2.1.2 (Propagador del oscilador armonico).Hallar el propagador para el oscilador armonico.
 Problema 2.1.3 (Propagador para el rotador).Hallar el propagador para el rotador rıgido con eje fijo. (Figura 2.2)
 Problema 2.1.4 (Representacion de energıa).Mostrar que la representacion de energıa para el propagador K0(t, t0) es
 K0(t, t0) =∑
 n
 |En〉 e−iEn(t−t0)
 ~ 〈En|Θ(t− t0) (2.15)
 2.2. Perurbaciones dependientes del tiempo
 Pasemos ahora a describir una solucion aproximada para el propagador, quesera la base de la teorıa de perturbaciones dependientes del tiempo.
 2.2.1. Aproximaciones sucesivas
 Para resolver (2.14) hagamos una serie de aproximaciones sucesivas
 K(t, t0) = K(0)(t, t0) + λK(1)(t, t0) + λ2K(2)(t, t0) + . . . (2.16)
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En primer lugar, como aproximacion de orden cero, elijamos el propagadorlibre
 K(0)(t, t0) = K0(t, t0) (2.17)
 Si ahora sustituimos (2.17) en el segundo miembro de la ecuacion integral(2.14) hallamos la primera correccion al propagador
 K(1)(t, t0) = −i
 ~
 ∫ t
 t0
 dt′ K0(t, t′)V (t′)K0(t
 ′, t0) (2.18)
 Para todo lo que sigue, esta aproximacion sera suficiente, pero si es necesariose puede continuar la serie perturbativa. Por ejemplo, la correccion de segundoorden es
 K(2)(t, t0) =1
 2!
 (
 i
 ~
 )2[
 ∫ t
 t0
 dt′∫ t′
 t0
 dt′′K0(t, t′)V (t′)K0(t
 ′, t′′)V (t′′)K0(t′′, t0)
 +
 ∫ t
 t0
 dt′∫ t
 t′dt′′K0(t, t
 ′′)V (t′′)K0(t′′, t′)V (t′)K0(t
 ′, t0)
 ]
 (2.19)
 Las expresiones anteriores se simplifican mucho si se utiliza la representacionde energıa (2.15) para el propagador no perturbado
 K(1)(t, t0) = −i
 ~∑
 nm
 eiωnm(t′−t0) |En〉 cnm(t, t0) 〈Em| (2.20)
 en donde
 cnm(t, t0) =
 ∫ t
 t0
 dt′ 〈En|V (t′) |Em〉 e−iωnm(t′−t0) (2.21)
 es la amplitud de transicion entre los estados n,m: la amplitud de probabilidadde que el sistema pase del estado m al n, eventualmente absorbiendo energıa.
 El observable mas importante es la probabilidad de transicion
 pnm(t, t0) = |cnm(t, t0)|2 (2.22)
 que puede medirse en distintos experimentos.
 2.2.2. Diagramas de Feynman
 Las amplitudes de transicion pueden representarse graficamente generalizan-do la representacion grafica para el propagador que introdujimos en la Figura2.1. Por ejemplo, consideremos la propagacion de una partıcula en presenciade un potencial variable V (x, t). En representacion de coordenadas, la prime-ra correccion al propagador esta dada por la ecuacion (2.18).La representaciongrafica de esta correccion se muesrta en la Figura 2.3. La presencia del potencialse representa con un vertice conectado a una lınea punteada.
 El diagrama describe vıvidamente lo que le ocurre a la partıcula (en el sentidode la teorıa de perturbaciones): inicia su viaje en (x0, t0), sepropaga librementedurante un tiempo hasta que “choca” conta el potencial en (x′, t′) y luego siguepropagandose libremente hasta su posicion final (x, t). La posicion intermedia
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 Figura 2.3: Diagrama de Feynman. Perturbacion por un potencial.
 esta indeterminada, por supuesto, y eso se tiene en cuenta integrando sobre xy t en la expresion para la correccion al propagador.
 La correccion de segundo orden tiene una representacion grafica similar (Fi-gura 2.4): la partıcula se propaga libremente hasta el menor de los tiempos t′ yt′′, cuando sufre su primera interaccion, luego sigue propagandose hasa el mayorde ambos tiempos intermedios, sufre su segunda interaccion, y finalmente huyede la region de interaccion.
 Finalmente, la Figura 2.5 muestra un ejemplo fısicamente algo mas compli-cado: se trata del choque de un par de partıculas que interactuan a traves deun potencial V12. Hemos suprimido los instantes de interaccion y en su lugar ledamos nombre a las partıculas que actuan.
 El punto mas importante es que existe una correspondencia entre diagramasde Feynman y amplitudes de transicion: dado uno es posible hallar el segundo.Para esto hay que asociar un elemento de la amplitud de transicion a cadaelemento del dibujo. Estas reglas de correspondencia se llaman las reglas deFeynman y se enuncian en los textos de teorıa cuantica de campos o de materiacondensada. En nuestro caso, no vamos a necesitarlas.
 Problemas 2.2
 Problema 2.2.1 (Oscilador “sacudido”).Un oscilador armonico de frecuencia ω0 se coloca bruscamente en un campo elec-trico uniforme E. Calcular la probabilidad de transicion del estado fundamentalal primer estado excitado como funcion del tiempo.
 Sugestion: El potencial perturbador es
 V = qExΘ(t)
 Problema 2.2.2 (Oscilador con forzado finito).Lo mismo, para una fuerza sinusoidal de periodo T que actua entre t = 0 yt = NT .
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 Figura 2.4: Diagrama de Feynman. Perturbacion por un potencial: segundo or-den.
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 Figura 2.5: Diagrama de Feynman. Colision p− e−.
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Problema 2.2.3 (Resonancia magnetica).Sobre una partıcula con spin 1
 2 y momento magnetico µ, sumergida en un cam-po magnetico B0, se aplica otro campo magnetico sinusoidal B1 = ∆B senωt.Hallar las probabilidades de transicion entre los dos estados de spin.
 Problema 2.2.4 (Ecuacion de Schrodinger matricial).Demostrar la ecuacion de Schrodinger matricial
 i~cn = λ∑
 k
 Vnk(t)e−iωnkck(t) (2.23)
 en donde hemos introducido las abreviaturas
 Vnk = 〈n| V |k〉 (2.24a)
 ωnk =En − Ek
 ~(2.24b)
 Sugestion: Busque una solucion de (2.1) como una superposicion de autoesta-dos de H0, cuyos coeficientes sean funciones del tiempo a determinar
 |Ψ(t)〉 =∑
 n
 e−iEnt
 ~ cn(t) |n〉 (2.25)
 Esta importante ecuacion es otro punto de partida para la teorıa de pertur-baciones dependientes del tiempo.
 2.3. La perturbacion constante
 La aplicaacion mas comun de la teorıa de perturbaciones dependiente deltiempo es, paradojicamente, el calculo de probabilidades de transicion cuando laperturbacion es independiente del tiempo. Este es el caso tanto de la dispersionde partıculas como las vidas medias de estados cuanticos.
 2.3.1. Tasas de transicion
 En el caso en que la perturbacion no depende explıcitamente del tiempo, laamplitud de transicion se simplifica
 cni(t, t0) =λ
 i~Vni
 e−iωnit0 − e−iωnit
 iωni(2.26)
 La probabilidad de transicion es
 pni(t) =λ2 |Vni|2
 ~24 sen2 ωni∆t
 2
 ω2ni(2.27)
 La probabilidad de transicion varıa sinusoidalmente con el tiempo, con unperiodo 2π/ωni, aunque para casi todos los sistemas cuanticos ese periodo essumamente corto comparado con los tiempos macroscopicos tıpicos.
 La Figura 2.6 muestra la forma de la funcion f(ω) =4 sen2( 1
 2ωt)
 ω2t2 como funcionde ωt: tiene un maximo agudo en el origen y los maximos secundarios son muypequenos. Su area es
 ∫ ∞
 −∞
 4 sin2 x
 x2dx =
 2π
 t
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 Figura 2.6: La funcion f(ω) =4 sen2( 1
 2ωt)
 ω2t2 .
 y por lo tanto
 lım∆t→∞
 2 sen2( 12ω∆t)
 πω2∆t= δ(ω)
 en donde el lımite debe tomarse en el sentido de la teorıa de distribuciones.La probabilidad de transicion por unidad de tiempo (o tambien tasa de tran-
 sicion se define como
 Wni = lım∆t→∞
 ∣
 ∣
 ∣c(1)n (t)
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 ∆t=
 2π
 ~λ2 |Vni|2 δ(En − Ei) (2.28)
 en donde hemos usado la identidad ~δ(ωni) = δ(En − Ei).Esta ecuacion afirma que una perturbacion independiente del tiempo solo
 puede producir transiciones entre estados de la misma energıa. En los problemasdonde aparecen perturbaciones constantes, hay grupos de niveles degeneradosen energıa, pero que difieren en otros numeros cuanticos. Por ejemplo, en unproblema de choques, todos los estados con impulso p tienen la misma energıaE = p2/2m. En este caso, podemos hallar la probabilidad total de transicionsumando sobre todos los estados finales
 wni =∑
 n
 Wni =
 ∫
 Wniρ(En)dEn
 y finalmente hallamos la Regla de oro de Fermi
 wni =2π
 ~λ2 |Vni|2 ρ(En) (2.29)
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Esta bellısima ecuacion es la base de muchas importantes aproximacionesen Mecanica Cuantica. Veremos que tambien puede ser la base de la MecanicaEstadıstica.
 2.3.2. La densidad de estados
 Calculemos la densidad de estados para una partıcula encerrada en una cajacubica de lado L. Impondremos la condicion de contorno de que su funcion deonda sea periodica, con periodo L. Para una partıcula libre, la solucion es
 ψk(r) = Aeik·r
 y debe cumplirse, para satisfacer las condiciones de contorno
 kiL = 2nπ (2.30)
 con n entero. Nos interesa encontrar el numero de estados en un elemento devolumen del espacio de impulsos ∆k. Ahora bien, en un intervalo ∆kx hay
 ∆n =L
 2π
 estados, y por lo tanto hay
 dN = Vd3k
 (2π)3(2.31)
 estados en el elemento de volumen d3k. Este resultado es independiente de laforma y tamano de la caja, siempre que trabajemos con longitudes de ondapequenas con respecto de una escala caracterıstica L.
 Para hallar la densidad de energıa, pasemos a coordenadas polares en elespacio de las impulsos.
 dN(k,Ω) = Vk2 dk dΩ
 (2π)3(2.32)
 en donde dΩ es el diferencial de angulo solido. Supongamos (como es el casousual en astrofısica) que la energıa sea funcion de k2. Entonces, la desidad deestados isotropica la hallamos integrando sobre los angulos
 dN(E) = Vk2 dk
 2π2= V
 k2
 2π2d k
 dEdE
 de donde deducimos finalmente la densidad de estados en funcion de la energıa
 ρ(E) = Vk2
 2π2d k
 dE(2.33)
 2.3.3. Cantidades observables
 La aplicacion mas importante de las ecuaciones anteriores es el calculo decantidades directamente observables: vidas medias y secciones eficaces.
 La primera esta dada directamente por la probablilidad de transicion porunidad de tiempo, expresada en la Regla de Oro de Fermi (2.29). Consideremos,por ejemplo, un atomo en un estado excitado que puede perder energıa emitiendo
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un foton de frecuencia ν. Si Ef es la energıa del estado final del atomo, entoncesla conservacion de la energıa impone la regla de frecuencias de Bohr
 νfi =Ef − Ei
 h(2.34)
 y la probabilidad de transicion estara dada directamente por la Regla de Oro(2.29).
 Las secciones eficaces de choque son mucho mas interesantes: no solo puedeextraerse mucha informacion importante de las mismas sino que juegan un papelesencial en la teorıa de interiores estelares (Seccion 8.2). Como ejemplo senci-llo, consideremos la dispersion de una partıcula por un potencial V (r) (Figura8.4). Elegimos el eje z en la direccion del impulso de la partıcula incidente p yllamaremos θ al angulo entre el eje z y la direccion del impulso saliente.
 La probabilidad de transicion entre el estado inicial y el final es
 wni =2π
 ~λ2 |Vni|2 ρ(En,Ω) (2.35)
 La densidad de estados en la direccion p′ la hallamos a partir de (2.32)
 ρ(En,Ω) =V
 (2π)3mk
 ~2dΩ
 y el elemento de matriz del potencial es
 Vni =1
 V
 ∫
 drV (r)ei(k−k′)·r (2.36)
 y finalmente
 wni =2π
 ~4
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∫
 drV (r)ei(k−k′)·r
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2mk
 (2π)3(2.37)
 La seccion eficaz diferencial se define como el numero de dispersiones porunidad de tiempo en la direccion de angulo solido dΩ, N(θ), dividido el flujoincidente j (8.17). Si la densidad incidente es n0
 σ(Ω) dΩ =N(θ)
 jN(θ) = n0wnij = n0v (2.38)
 y finalmente
 σ(Ω) =( m
 2π~2)2∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∫
 drV (r)ei(k−k′)·r
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 (2.39)
 que se llama la aproximacion de Born a la seccion eficaz.
 Problemas 2.3
 Problema 2.3.1 (Potencial de Yukawa).Calcular la seccion eficaz de dispersion por un potencial de Yukawa
 V (r) = V0e−µr
 µr
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2.4. Perturbaciones Periodicas
 El importante caso de una perturbacion periodica tiene aplicaciones inme-diatas a la interaccion de la radiacion con la materia, que determina la opacidaden los interiores estelares, y por eso la estudiaremos con detalle.
 2.4.1. Probabilidades de transicion
 El potencial de una perturbacion periodica tiene la forma
 V (t) = V †eiω0t + V eiω0t (2.40)
 al que le corresponde la amplitud de transicion
 cnm(t, t0) =V∗nm
 ei(ω0−ωnm)t − ei(ω0−ωnm)t0
 i(ω0 − ωnm)
 +Vnme−i(ω0+ωnm)t − e−i(ω0+ωnm)t
 −i(ω0 + ωnm)
 (2.41)
 La probabilidad de transicion correspondiente es
 pnm(t, t0) =4λ2
 ~2
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 V ∗nmei(ω0−ωnm)t − ei(ω0−ωnm)t0
 i(ω0 − ωnm)
 + Vnme−i(ω0+ωnm)t − e−i(ω0+ωnm)t0
 −i(ω0 + ωnm)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2 (2.42)
 Esta expresion se parece a la ecuacion (2.27), pero es mas complicada por-que consiste en la superposicion de dos terminos diferentes. Pero consideremosprimero el caso en que ω ' ωnm. Entonces el primer termino domina sobre elsegundo y la forma de la probabilidad de transicion es la misma que (2.27) perocon el cambio ωnm → ωnm − ω0. Procediendo como lo hicimos se encuentra laprobabilidad de transicion por unidad de tiempo
 Wnm =2π
 ~λ2 |Vni|2 δ(ωnm − ω0) (2.43)
 La funcion delta no es otra cosa que la ley de frecuencias de Bohr, que yahabıamos enunciado. Escrita en la forma (2.34) corresponde a la emision deenergıa por el sistema bajo la influencia del potencial oscilatorio. Este fenomenose conoce como emision inducida.
 Un razonamiento analogo nos conduce a la conclusion de que el segundotermino del potencial sera importante cuando ω ' −ωnm y en ese caso tendre-mos absorcion de energıa por el sistema con
 Ei −Ef = −~ω0 (2.44)
 que es nuevamente la regla de Bohr.
 2.4.2. Aplicacion al campo electromagnetico
 Mostraremos ahora que el campo electromagnetico puede escribirse en laforma (2.40). Bastara como ejemplo estudiar el caso de una partıcula no re-lativista en presencia de un campo electromagnetico, definido por el potencial
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escalar Φ(r) y el potencial vectorial A(r, t). El hamiltoniano correspondiente es
 H =
 (
 p− ecA)2
 2m+ eΦ (2.45)
 Trabajaremos en el gauge de Coulomb
 ∇ ·A = 0 (2.46)
 No es difıcil demostrar que en este gauge
 H =p2
 2m− e
 mcA · p+
 e2
 2mc2A2 + eΦ (2.47)
 En los sistemas atomicos (y nucleares) el potencial escalar forma parte del“hamiltoniano no perturbado” H0. Ademas, el termino cuadratico en A juegaun papel secundario en los procesos de absorcion y emision de radiacion. Conestas aproximaciones el hamiltoniano de la partıcula toma la forma
 H = H0 + V (2.48a)
 V = − e
 mcA · p (2.48b)
 Consideremos el potencial vector de una onda plana
 A = aωeei(k·r−ωt) + a†ωee
 i(k·r+ωt) (2.49)
 en donde aω y e es el versor de polarizacion.Hasta aquı el tratamiento que hemos hecho es clasico. Pero lo podemos
 hacer totalmente cuantico si elegimos la amplitud Aω para obtener la densidadde energıa u correspondiente a un foton. Para calcularla, recordemos que
 u =1
 8π
 (
 |E|2 + |B|2)
 (2.50a)
 B =∇×A = ik×A (2.50b)
 |E| = |B| (2.50c)
 y un caculo sencillo conduce a
 u =~ωV
 =1
 8π
 (aω
 c
 )2
 (2.51)
 y por lo tanto
 a =
 √
 4πc2~2V ω
 (2.52)
 Con esta normalizacion, obtenemos el potencial de interaccion entre el campoelectromagnetico y un sistema atomico (o nuclear):
 V = − e
 mc
 √
 4πc2~2V ω
 (
 ei(k·r−ωt) + ei(k·r+ωt))
 e · p (2.53)
 Este potencial tiene la forma (2.40), y los resultados de la Seccion 2.4.1 seaplican al mismo.
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PSfrag replacements
 EiEi
 EfEf
 (k, e)
 (k, e)
 a) b)
 Figura 2.7: Diagramas de Feynman para la emision y absorcion de un foton.
 Los diagramas de Feynman de la Figura 2.7 corresponden a los dos terminosde la perturbacion.
 Finalmente, observemos que el tratamiento presente, con una perturbacionperiodica en el tiempo, es equivalente a trabajar con una perturbacion constante,entre el foton y la partıcula, siempre que a este ultimo lo representemos confunciones de onda
 ψ±f (r, t) =
 √
 4πc2~2V ω
 eei(k·r±ωt) (2.54)
 segun se trate de un foton absorbido o emitido.
 2.4.3. Aproximacion dipolar
 El potencial de interaccion (2.53) es muy general, pero hay grandes simplifi-caciones cuando la longitud de onda del foton emitido es muy grande comparadacon la escala caracterıstica del sistema atomico (nuclear). En efecto, usando laRegla de Oro (2.43) la probabilidad de transicion por unidad de tiempo parfala emision de un foton en un cono de angulo solido dΩ es
 Wfi =1
 2π~ω
 c
 ∣
 ∣eik·re · p∣
 ∣
 2
 fidΩ (2.55)
 y el elemento de matriz entre los estados inicial y final es
 Vfi =e
 mc
 ∫
 ψ∗f (r)eik·re · pψi(r)dr (2.56)
 Pero si la longitud de onda es mucho mayor que las dimensiones caracterısti-cas del atomo, k ·r ¿ 1 y la exponencial puede aproximarse por la unidad. Estaaproximacion se llama la aproximacion dipolar. Con esta aproximacion
 Vfi =e
 c
 ∫
 ψ∗f (r)e · pψi(r)dr (2.57)
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Para evaluar este elemento de matriz observemos que
 p =m
 i~[H0, r] (2.58)
 y por lo tanto
 Vfi =m
 ic
 ωfime · dfi (2.59)
 en dondedfi = erfi (2.60)
 es elemento de matriz entre los estados inicial y final del momento dipolar delsistema. Con esta aproximacion, la probabilidad de transicion por unidad detiempo es
 Wfi =1
 2π~
 (ωfic
 )3
 (e · d)2fidΩ (2.61)
 Esta cantidad es la probabilidad de transicion por unidad de tiempo paraemitir un foton en el angulo solido dΩ. La probabilidad total de emision sera
 Pfi =4
 3
 e2
 ~cωfic2|rfi|2 (2.62)
 Problemas 2.4
 Problema 2.4.1 (Oscilador forzado).Un oscilador armonico se encuentra forzado por una perturbacion periodicaV = λx cosωt.
 1. Calcular la probabilidad de transicion por unidad de tiempo entre el estadofundamental y el primer excitado.
 2. Lo mismo, entre el estado fundamental y el segundo excitado.
 ¿Que lımites de validez tienen estos resultados?
 Problema 2.4.2 (Rotador rıgido forzado).Mismo problema para un rotador rıgido forzado con un potencial
 V (φ) = λ cosφ cosωt
 Problema 2.4.3 (Intensidad de lınea).Mostrar que la intensidad de una lınea espectral no depende de ~ y por lo tantopuede calcularse clasicamente.
 Problema 2.4.4 (Lyman α).Calcular la intensidad de la lınea Lyα.
 Notas bibliograficas
 La nocion de propagador fue introducida por Feynman en la referencia [53],donde tambien se bosquejo la teorıa de perturbaciones. Tambien en esta refe-rencia se introdujeron por primera vez los diagramas de Feynman. La presenteexposicion se basa sobre notas ineditas del autor [116].
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La Regla de Oro de Fermi ha sido expuesta en numerosos textos de MecanicaCuantica [76, 84], en donde hay numerosos ejemplos y aplicaciones.
 El tratamiento simplificado de la teorıa de la radiacion se basa sobre lasreferencias [54, 25], donde se desarrollo la teorıa (incluyendo el formalismo re-lativista) sobre la base de los diagramas de Feynman.
 30

Page 32
                        

Capıtulo 3
 Termodinamica yestadıstica
 La Mecanica Estadıstica es la parte de la fısica que se ocupa de explicarel comportamiento de los objetos macroscopicos a partir de lo que sabemosde los objetos microscopicos. De hecho, la mecanica estadıstica provee la basemicroscopica de la termodinamica, que esla forma mas general de describir elcomportamiento de un objeto macroscopico. En este breve repaso de la teorıa,daremos los fundamentos de la mecanica estadıstica (y de la termodinamica) enuna forma muy sencilla y resumida.
 3.1. El operador densidad
 Examinemos ahora el comportamiento de un cuerpo macroscopico, tal comouna masa de gas, formada por muchos corpusculos individuales. Considerare-mos que nuestro cuerpo esta aislado: no intercambia materia ni energıa con elexterior. Este es un modelo poco realista de la materia, pero util para establecerlas leyes generales que gobiernan el comportamiento de un cuerpo macroscopicodesde el punto de vista de su constitucion.
 3.1.1. Cuerpos macroscopicos
 La caracterıstica mas importante de un cuerpo macroscopico, formado porN corpusculos, es su gigantesca densidad de estados. Por ejemplo, consideremosnuevamente el caso de una partıcula en una caja cubica de lado L. La energıadel sistema es
 E =~2k2
 2m
 con k dado por la condicion (2.30). Las diferencias de energıa entre estadosproximos son, entonces:
 δE
 E= 2
 δk
 k= 2
 δn
 n
 Usando E = 12mv
 2 hallamos
 ∆E = ~vπ
 L(3.1)
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Sistema T (K) P (erg/cm3) Tµ (s) Tλ (s) TM (s)Aire atmosferico 300 106 10−14 10−9 10−5
 H en el centroestelar
 107 1016 10−18 10−14 10−8
 Gas electronicoen metales
 ∼ 0 1012 10−17 10−15 10−9
 Gas electronicoen enanas blan-cas
 ∼ 0 1024 10−21 10−19 10−10
 Cuadro 3.1: Tiempos caracterısticos de sistemas macroscopicos fısicos y astrofısi-cos.
 El periodo asociado a esta diferencia de energıas
 TM =2π~∆E
 =2L
 v(3.2)
 es el tiempo necesario para que el corpusculo atraviese la caja. LLamaremos aesta la escala de tiempos macroscopica. Por otra parte, una escala de tiempomicroscopica la da
 Tµ =~E
 (3.3)
 que es el periodo de las ondas de de Broglie.Pero en un cuerpo macroscopico hay una tercera escala de tiempo, carac-
 terıstica de las interacciones: el tiempo medio entre colisiones. Esta cantidadpuede estimarse usando la Regla de Oro de Fermi (2.29)
 Tλ =1
 〈wni〉(3.4)
 y donde la escala de energıas asociada es
 δEλ = 2πλ2 |Vni|2 ρ(En) (3.5)
 Esta cantidad es del orden del tiempo medio entre colisiones en el sistema yen los gases se cumple
 EM ¿ Eλ ¿ Eµ (3.6a)
 TM À Tλ À Tµ (3.6b)
 Estas escalas y sus relaciones (3.6) caracterizan groseramente el comporta-miento de un cuerpo macroscopico: durante el tiempo medio entre colisionessufre grandes cambios en el estado microscopico y el numero de colisiones esmuy grande en cualquier intervalo macroscopico.
 3.1.2. La ecuacion maestra
 Consideremos nuevamente un sistema cuantico complejo, aislado en una ca-ja de volumen V . En este caso, el hamiltoniano del sistema es independientedel tiempo y el sistema puede describirse con un vector de estado |Ψ(t)〉. Por
 32

Page 34
                        

lo general, la estructura del vector de estado expresado como funcion de lasvariables microscopicas (coordenadas y spines de las partıculas individuales quelo forman, por ejemplo) sera extremadamente complicada, ası como la de losautestados individuales |n〉.
 Vamos a limitarnos al caso de sistemas que interactuan debilmente, con unhamiltoniano de la forma
 H = H0 + λV (3.7a)
 conH0 =
 ∑
 aHa0 V = 1
 2
 ∑
 a6=b Vab (3.7b)
 El vector de estado puede representarse en estos sistemas en la forma (2.25),en donde los coeficientes cn(t) satisfacen la ecuacion de evolucion (2.23), con Vindependiente del tiempo. Para λ suficientemente pequeno y durante un inter-valo ∆t, los coeficientes del vector de estado evolucionaran en la forma (Seccion2.3)
 cn(t+∆t) =∑
 m
 Unm(t+∆t, t)cm(t) (3.8a)
 con
 U (1)nm(t+∆t, t) = δnm +
 λ
 i~Vnm
 e−iωnmt0 − e−iωnmt
 iωnm(3.8b)
 La probabilidad de que el sistema este en el estado |n〉 es
 pn(t+∆t) =∑
 jk
 U(1)nk U
 (1)∗nj ck(t)c
 ∗j (t) (3.9)
 Llegamos ahora a un punto crıtico. Los coeficientes ck(t) seran funcionesextaordinariamente complicadas de los numeros cuanticos de los corpusculosindividuales. Se podrıa esperar que la suma sobre j, k se cancele, excepto losterminos en que sean iguales. Pero estono necesariamente ocurre. Consideremosen cambio un grupo de estados con energıas en un intervalo muy pequeno ∆EC ,centrado alrededor de la energıa del cuerpo E. Supondremos que
 ∆Eλ À ∆EC À ∆EM (3.10)
 Debido a la enorme densidad de estados de un cuerpo macroscopico, en casicualquier intervalo razonable ∆EC habra muchısimos estados del cuerpo y porla primera desigualdad (3.10), todos se comportaran en forma muy parecida conrespecto a las colisiones. Por esta razon, podemos hacer la aproximacion de quetodos estos estados tienen la misma energıa E. Llamaremos al grupo de estadosuna celda de energıa E.
 La aproximacion que acabamos de describir se llama de granulado grueso yes un modelo aproximado de un cuerpo macroscopico. Si ahora sumamos sobrelas celdas de energıa en (3.9) hallamos
 PN (t+∆t) =∑
 K
 ∣
 ∣
 ∣U(1)NK
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 PK(t) (3.11a)
 en dondePN (t) =
 ∑
 k∈K|ck(t)|2 (3.11b)
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en donde las mayusculas se refieren a una celda de energıa. Las aproximaciones(3.11) se basan sobre la observacion de que las sumas se extienden sobre un grannumero de terminos (todos los que corresponden a los estados de la celda E) ycomo estos tiene fases completamente diferentes, se cancelaran por interferenciasalvo cuando los estados sean los mismos.
 Nuestra aproximacion final sera elegir un intervalo ∆t conveniente, que sa-tisfaga la condicion
 Tλ À ∆tÀ Tµ (3.12)
 Con esa condicion, la ecuacion (3.11) puede desarrollarse en serie hasta prierorden en ∆t y, repitiendo los pasos para hallar la probabilidad de transicion(Seccion 2.3) hallamos
 PN (t+∆t) = PN (t) +∑
 K
 (wNKPK(t)− wKNPN )∆t
 que puede escribirse en la forma
 PN =∑
 K
 (wNKPK(t)− wKNPN ) (3.13)
 Esta ecuacion se llama la ecuacion maestra de Pauli. Proporciona la descripcionmas completa interesante de un cuerpo macroscopico y, como veremos, contienela irreversibilidad y la aproximacion al equilibrio.
 3.1.3. La aproximacion al equilibrio
 Examinemos en primer lugar las propiedades de las soluciones de la ecuacionmaestra. Sumando (3.13) sobre N hallamos
 d∑
 N PN
 d t= 0 (3.14)
 que es la ley de conservacion de la probabilidad. Podemos imponer la condicionusual de normalizacion
 ∑
 N
 PN (t) = 1 (3.15)
 Las probabilidades de transicion satisfacen las ecuaciones
 WNMΩM =WMNΩN (3.16a)
 ΩN =
 ∫
 n∈Nρ(En) dEn (3.16b)
 WNM = 0 si EN 6= EM (3.16c)
 En estas ecuaciones hemos llamado W a las probabilidades de transicionentre celdas y ΩN al “numero de estados” en la celda N . La ecuacion (3.16a)representa el principio de microreversibilidad y (3.16c) la conservacion de laenergıa.
 Busquemos una solucion constante de la ecuacion maestra: dicha solucionrepresentara el estado de equilibrio del sistema. Usando el principio de microre-versibilidad (3.16a) es facil ver que
 P eqN =
 ΩJ
 Ω(3.17a)
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conΩ =
 ∑
 J
 ΩJ (3.17b)
 satisface la ecuacion maestra (3.13) con la normalizacion usual (3.15). Estadistribucion de probabilidad se llama la distribucion microcanonica.
 Para probar que el sistema tiende al equilibrio, formemos la cantidad
 SH [P ] = −∑
 N
 PN (t) ln
 (
 PN (t)
 ΩN
 )
 = lnΩ−∑
 N
 PN (t) ln
 (
 PN (t)
 P eqN
 )
 (3.18)
 que no es otra cosa que la entropıa de Shannon de la distribucion.Ahora bien
 dSHd t
 = −∑
 N
 PN (t) ln
 (
 ePN (t)
 P eqN
 )
 = −∑
 N
 ∑
 K
 (wNKPK(t)− wKNPN ) ln
 (
 ePN (t)
 P eqN
 )
 Usando ahora el principio de microreversibilidad (3.16a) podemos escribir laultima lınea en la forma
 dSHd t
 = −∑
 NK
 WNKΩK
 (
 PK(t)
 P eqK
 − PN (t)
 P eqN
 )
 ln
 (
 ePN (t)
 P eqN
 )
 =1
 2
 ∑
 NK
 WNKΩK
 (
 PK(t)
 P eqK
 − PN (t)
 P eqN
 )
 ln
 (
 PK(t)
 PN (t)
 )
 ≥ 0 (3.19)
 Este ultimo resultado se llama el teorema-H de Boltzmann: muestra quela entropıa de Shannon, calculada sobre la distribucion de probabilidades delgranulado grueso es una funcion creciente del tiempo. El maximo de S es
 Smax = lnΩ (3.20)
 y se alcanza cuando la distribucion es la de equilibrio.
 3.1.4. El operador densidad
 Una forma de interpretar la distribucion de probabilidad (3.17) es imaginarun conjunto de N À 1 sistemas aislados similares, pero con vectores de estado|Ψ(t)〉 que solo difieran en las fases de los coeficientes cn de modo que lasprobabilidades cuanticas sean las mismas. Este conjunto de sistemas se llamaun conjunto estadıstico (ensemble).
 El conjunto estadıstico no se describe con una funcion de onda, cuyos coefi-cientes de Fourier tengan fases bien determinadas. Se dice que esta en un estadomixto y se lo describe con el operador densidad (o matriz densidad)
 ρ =∑
 N
 |N〉PN 〈N | (3.21)
 en donde las probabilidades PN son las de un sistema con granulado grueso.
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Sea ahora un operador O =∑
 mn 〈m|Omn |n〉. En la descripcion de Hei-senberg, y en la representacion de energıa, el operador satisface la ecuacion deevolucion
 i~Omn = (Em − En)Omn (3.22)
 Ahora bien, los operadores cuyos elementos de matriz tengan diferencias deenergıa importantes |En − Em| & EM oscilaran muy rapidamente y sus valoresmedios tenderan a cero en intervalos ∆t ¿ TM y solo los operadores “cuasi-diagonales”, cuyos elementos de matriz
 Onm = 0 si |Em − En| & EM
 tendran valores medios no nulos.En esas condiciones, se puede despreciar la contribucion de los elementos
 extradiagonales y definir el promedio estadıstico de un operador como
 ¯O =
 ∑
 N
 ONNPN (3.23)
 y es facil ver que el promedio estadıstico se escribe
 ¯O = tr
 (
 ρO)
 (3.24)
 En la representacion de Heisenberg la matriz densidad debe satisfacer laecuacion de evolucion
 i~ ˙ρ = −[
 H, ρ]
 (3.25)
 Ahora bien, la definicion (3.21) muestra que, en equilibrio termodinamico, ρes diagonal en la representacion de energıa. Por lo tanto H y ρ tienen en comunun sistema completo de autoestados |n〉 y por lo tanto conmutan
 ˙ρ = 0↔[
 H, ρ]
 (3.26)
 Ası pues, en equilibrio termodinamico ρ es una constante del movimiento.En mecanica cuantica se normaliza al operador densidad en la forma tr ρ = 1
 impuesta por la ecuacion (3.24). En mecanica estadıstica es conveniente otranormalizacion y por eso definiremos los promedios estadısticos con la ecuacion
 ¯O =
 tr(
 ρO)
 tr ρ(3.27)
 El factor de normalizacion tr ρ juega un papel fundamental en la teorıa.
 Problemas 3.1
 Problema 3.1.1 (Balance detallado).Sea S un sistema de n moleculas que puede estar en tres estados cada una. Seani el numero de moleculas en el i-esimo estado (proporcional a la probabilidadde que una molecula este en el estado i) y wij la probabilidad de transicion porunidad de tiempo entre los estados i, j.
 1. Hallar la ecuacion maestra para las probabilidades pi = ni/n.
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2. ¿Que restricciones impone la conservacion del numero de partıculas sobrelos wij?
 3. Mostrar que existe un estado de equilibrio ni.
 4. Mostrar que los cocientes ni/nj no dependen de la tercera concentracionnk. Esto ultimo se concoce como el principio de balance detallado.
 3.2. El conjunto microcanonico
 Examinemos ahora las propiedades de un sistema macroscopico totalmenteaislado. Como vimos en la Seccion 3.1, tal sistema esta descripto por el conjuntomicrocanonico (3.17). En realidad, como se desprende de las consideracionesde la Seccion 3.1.1, ese conjunto estadıstico modela un sistema real, que soloesta aislado durante un intervalo TM y por lo tanto ∆ & ~/TM .
 3.2.1. El operador densidad microcanonico
 Con mas precision, el conjunto microcanonico es el conjunto estadıstico des-cripto por la matriz densidad
 ρ′nn =
 1 En ∈(
 E − 12∆, E + 1
 2∆)
 0 En /∈(
 E − 12∆, E + 1
 2∆) (3.28)
 La definicion anterior correponde a nuestras celdas de granulado grueso.Con esta definicion la traza de ρ es el numero de estados comprendidos en
 el intervalo de energıas
 tr ρ′ =∑
 n
 ρ′nn = Γ′(E) = Ωn (3.29)
 Debido al gran numero de partıculas que componen un cuerpo macroscopico,el pequeno intervalo ∆ contiene casi todos los estados del cuerpo y una definicionalternativa del conjunto microcanonico es con la definicion
 ρnn =
 1 En < E
 0 En > E(3.30)
 con lo que hallamos
 Γ(E) = tr ρ =∑
 n
 ρnn (3.31)
 Esta definicion es mucho mas conveniente para trabajar.
 3.2.2. Deduccion de la termodinamica
 Es claro que Γ, ademas de ser funcion de la energıa, tambien es funcion deotras cantidades macroscopicas, tales como el volumen V de la caja o el numerode partıculas N , ya que las autoenergıas del hamiltoniano son tambien funcionesde estas variables macroscopicas. Observemos, sin embargo, que en MecanicaCuantica no relativista ambas variables son parametros del hamiltoniano y nooperadores.
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 E1 E2
 E
 V1 V2
 V
 N1 N2
 N
 N
 M1 M2
 M
 Figura 3.1: Particion del conjunto microcanonico
 Ahora particionemos nuestro sistema aisladoM en dos subsistemas diferen-tesM1 yM2, con variables macroscopicas (E1, V1) y (E2, V2) respectivamente(Figura 3.1). Si estos subsistemas estan aislados se debe cumplir
 E = E1 + E2 V = V1 + V2 (3.32a)
 y el numero de estados del sistema sera
 Γ(E) = Γ(E1)Γ(E2) (3.32b)
 La condicion de equilibrio del sistema es que la entropıa de Shannon (3.18)sea un maximo, cuyo valor es (3.20). Definimos, pues, la entropıa termodinamicacomo
 S = kB ln Γ(E, V ) (3.33)
 que difiere de la de Shannon en la normalizacion. kB es la constante de Boltz-mann
 kB = 1,831× 10−16 erg/K (3.34)
 Esta cantidad es positiva, pues el estado fundamental de un sistema cuanticoes no degenerado
 Γ(E0) = 1 (3.35)
 y S debe tener un maximo en condiciones de equilibrio. Mas aun, S debe seruna funcion concava de sus variables independientes
 S(E) ≤ 1
 2[S(E −∆E) + S(E +∆E)] (3.36)
 pues si fuera convexa, como en la mitad derecha de la Figura 3.2, se podrıaobtener una entropıa mayor transfiriendo energıa de uno de los subsistemas alotro.
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 Sa
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 Ea EbE
 Figura 3.2: Concavidad de la entropıa
 Por lo tanto, una pequena variacion de la energıa de los subsistemas, quesatisfaga la condicion (3.32a), no altere el estado
 δΓ(E) =
 [
 ∂Γ(E)
 ∂E
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 E=E1
 Γ(E2)−∂Γ(E)
 ∂E
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 E=E2
 Γ(E1)
 ]
 δE = 0 (3.37)
 Esta ultima expresion se puede escribir en la forma
 [
 ∂ ln Γ(E)
 ∂E
 ]
 E=E1
 =
 [
 ∂ ln Γ(E)
 ∂E
 ]
 E=E2
 = β (3.38)
 en donde β es una constante independiente de las energıas de los subsistemas.La magnitud
 1
 T=
 (
 ∂S
 ∂E
 )
 V,N
 = kBβ (3.39)
 se llama la temperatura absoluta del sistema. El subındice en el segundo miembroindica, como de costumbre, que la variacion se hace manteniendo volumen ynumero de partıculas constantes.
 Por otra parte, un razonamiento similar respecto de una variacion del volu-men δV muestra que la cantidad
 P = T
 (
 ∂S
 ∂V
 )
 E,N
 (3.40)
 la presion del sistema debe ser la misma para ambos subsistemas como otracondicion de equilibrio termodinamico.
 De la misma manera demostramos que el potencial quımico del sistema
 µ = −T(
 ∂S
 ∂N
 )
 E,V
 (3.41)
 debe ser el mismo para ambos subsistemas.
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Ası pues, la forma diferencial
 dS =1
 T(dE + P dV − µdN) (3.42)
 debe ser un diferencial total exacto.Los razonamientos informales que acabamos de hacer nos han permitido
 “demostrar” las leyes usuales de la termodinamica a partir de la mecanica es-tadıstica:
 1. Las ecuaciones (3.38) y (3.39) contienen la ley cero de la termodinamica:existencia de la temperatura como propiedad que describe el equilibriotermico.
 2. La ecuacion (3.42) es una de las formulaciones de la primera ley de latermodinamica.
 3. La condicion de maximo de la entropıa S no es otra cosa que la primeraparte de la segunda ley de la termodinamica. Ademas, el teorema H (3.19)prueba la segunda parte: los procesos espontaneos en un sistema aisladono pueden decrecer la entropıa.
 4. Finalmente, la condicion (3.35) contiene la tercera ley.
 La entropıa expresada como funcion de la energıa, volumen y numero departıculas se llama la ecuacion fundamental de un sistema termodinamico. Deella puede deducirse toda la informacion sobre el equilibrio del sistema.
 3.2.3. El gas ideal
 Por lo general, el calculo directo de la entropıa de un sistema aislado esuna pesadilla. Una excepcion importante es el caso en que las moleculas quecomponen el sistema tienen interacciones muy debiles entre sı. En ese caso,podemos construir el espacio de estados del sistema como producto directo delespacio de estados de las moleculas individuales. Boltzmann (que trabajaba conla mecanica clasica) llamaba al espacio total el espacio Γ, mientras que al de lasmoleculas individuales lo llamaba el espacio µ.
 Examinemos ahora el numero de estados en una de las celdas del espacio µ.Si el gas esta en una caja cubica de volumen V = L3 el numero de estados enun intervalo de numero de onda δk es
 dN = gVdk
 (2π)3
 en donde g = 2s + 1 es la degeneracion de spin de la partıcula. El numero deestados en el espacio Γ vale pues
 dΓ = (gV )NN∏
 i=1
 dk
 (2π)3(3.43)
 La energıa de una molecula monoatomica en el espacio µ vale:
 ε =p2
 2m=
 ~2k2
 2m
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y por lo tanto, la energıa total
 E =N∑
 i=1
 ~2k2i2m
 Finalmente, el numero de estados con energıa ε < E en el espacio Γ es
 Γ(E, V,N) =
 (
 gV
 (2π)3
 )N ∫
 · · ·∫
 ∑
 Ni=1 k2
 i≤ 2mE~2
 N∏
 i=1
 d3k (3.44)
 Esta ultima integral es el volumen en el espacio k de una esfera de radio R =√
 2mE~2 , que es igual a
 Ω(n) =
 ∫
 · · ·∫
 ∑
 ni=1 x2
 i≤R2
 n∏
 i=1
 dxi =
 √πn
 Γ(n2 + 1)Rn
 con n = 3N , la dimension del espacio.El numero de estados en el espacio Γ sera simplemente
 Γ(E, V,N) =
 (
 gV
 (2π)3
 )NΩ(3N)
 N !
 =
 [
 V
 (2π)3
 ]Nπ
 3N2
 Γ(N + 1)Γ( 3N2 + 1)
 (
 2mE
 ~2
 )3N2
 (3.45)
 en donde hemos dividido por las N ! permutaciones de las partıculas.Usando la aproximacion de Stirling
 Γ(N + 1) = N ! ∼ NNe−N
 la ecuacion fundamental del gas ideal resulta, despues de algun algebra
 S(E, V,N) = NkB ln
 [
 V
 N
 (
 mE
 3π~2N
 )32
 ge52
 ]
 (3.46)
 y de ellas deducimos otras variables termodinamicas como temperatura y presionusando (3.39) y (3.40).
 1
 T=
 3NkB2E
 (3.47a)
 P =NkBT
 V(3.47b)
 µ = T
 (
 S
 N− 5
 2
 )
 (3.47c)
 Las ecuaciones (3.47) se llaman las ecuaciones de estado del gas ideal.
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Problemas 3.2
 Problema 3.2.1.Un sistema termodinamico Σ esta constituido por N subsistemas de dos nivelesde energıa, separados por un intervalo ε. Hallar la entropıa y la temperatura deΣ. Mostrar que esta ultima puede ser negativa.
 Problema 3.2.2.Una partıcula con spin 1
 2 y momento magnetico µ sumergida en un campomagnetico B tiene una energıa
 E = E0 + µBsz
 Hallar la magnetizacion del sistema
 Sugestion: Recuerde que M = Nµ 〈σ〉.
 3.3. Relaciones termodinamicas
 La termodinamica predice relaciones muy generales entre las propiedadesmecanicas y termicas de cuerpos en equilibrio; tan generales que la violacion decualquiera de ellas anuncia la existencia de un error en el experimento. Examina-remos algunas de las mas importantes y las ilustraremos con ejemplos sencillos.
 3.3.1. Magnitudes macroscopicas
 Ante todo, observemos que la ecuacion fundamental (3.42) puede escribirseen la forma
 dE = T dS − P dV + µdN (3.48)
 y define una magnitud termodinamica llamada la energıa interna, que se obtienedespejando E de la ecuacion fundamental1
 E = E(S, V,N) (3.49)
 En un sistema macroscopico la energıa interna, volumen y entropıa son pro-porcionales al numero de partıculas. Las magnitudes de este tipo se llamanextensivas. Por otra parte la presion, temperatura o potencial quımico son inde-pendientes de N y se llaman magnitudes intensivas. Ambas tipos de propiedaddeben representarse como funciones homogeneas de las variables independientes.Si incrementamos N en un factor λ
 E(λS, λV, λN) = λE(S, V,N) (3.50a)
 P (λS, λV, λN) = P (S, V,N) (3.50b)
 Las cantidades que aparecen en el segundo miembro de (3.48) tienen unainterpretacion fısica propia. Su significado se comprende mejor considerando lainteraccion de dos subsistemas de un sistema aislado, capaces de intercambiarenergıa (Figura 3.1). Un cambio en las condiciones de la particion se llama
 1La notacion tradicional para la energıa interna es U(S, V,N). En estas notas alternaremosla notacion (3.48) con la tradicional.
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una transformacion termodinamica2. Trabajaremos con el subsistema 1, (al quellamaremos sistema) mientras que al subsistema 2 lo llamaremos reservorio3.
 Sea Θ una transformacion del sistema que lleva de un estado S, V,N a otroS +∆S, V +∆V,N +∆N . Llamamos
 Calor δQ[Θ] = T dS (3.51a)
 Trabajo mecanico δW [Θ] = P dV (3.51b)
 Trabajo quımico δWQ[Θ] = −µdN (3.51c)
 Las cantidades δQ, δW , etc. no son diferenciales totales exactos y sus inte-grales dependen de la forma en que se realiza la transformacion de un estadoal otro del sistema4. Estas transformaciones termodinamicas se representan conuna curva en el espacio de estados (S, V,N) y las cantidades Q[Θ],W [Θ] sonintegrales a lo largo de estas curvas. Estas integrales se llaman el calor totalo trabajo total realizados. Con estas definiciones, la primera ley de la termo-dinamica se escribe, en forma finita
 ∆E = Q[Θ]−W [Θ] (3.52)
 Por otra parte, en sistemas mas complejos, los que contienen varios tipos demolecula o en presencia de campos electromagneticos, existen otras formas detrabajo. La 1a ley de la termodinamica (3.48) afirma entonces que todo cambiode la energıa interna se debe a la superposicion de las contribuciones del trabajoy el calor. Mas aun, en un proceso cıclico, en que dE = 0 el calor es igual a lasuma de los trabajos.
 Por otra parte, de la ecuacion (3.51a) deducimos una importante represen-tacion para la entropıa en terminos del
 S(B)− S(A) =∫ B
 A
 δQ
 T(3.53)
 en donde la integral se toma a lo largo de una transfprmacion reversible. Aunquela cantidad de calor depende de la transformacion termodinamica particular,la entropıa es solo funcion de los estados inicial y final. Matematicamente, latemperatura es un factor integrante de la cantidad de calor.
 Consideremos ahora una transformacion infinitesimal, no necesariamente re-versible. El cambio total de entropıa debe satisfacer la condicion de maximo
 dStot = dSsis +δQ
 T≥ 0
 e integrando a lo largo de la transformacion finita Θ obtenemos el Teorema deClausius
 ∫ B
 A
 δQ
 T≤ ∆S (3.54)
 El signo de igualdad vale para el caso reversible (3.53).
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Transformacion W Q C α κ
 Isocorica 0 CV ∆T CV 0 0
 Isobarica P∆V CP∆T CV +R 1T ∞
 Isentropica 0 0 γ−1T
 γP
 Isoterma RT ln(
 1 + ∆VV
 )
 ∞ ∞ 1P
 Cuadro 3.2: Algunas caracterısticas de las transformaciones especiales
 3.3.2. Transformaciones especiales
 Algunas transformaciones aparecen con mucha frecuencia en la termodinami-ca y se han ganado su nombre propio
 Transfomaciones isocoricas: Son aquellas en las que no se realiza trabajoW = 0. En el caso de un fluido, caracterizado por su densidad y presion,las transformaciones isocoras son a volumen constante ∆V = 0.
 Transformaciones isobaricas: En estas, la presion no cambia y el trabajorealizado es W = P∆V .
 Transformaciones isentropicas. Tambien llamadas transformaciones adia-baticas 5, son aquellas en que la entropıa no cambia ∆S = 0. En este caso,el calor absorbido se anula δQ = 0.
 Transformaciones isotermas: Son transformaciones a temperatura constan-te ∆T = 0.
 Puesto que el trabajo y el calor dependen de la transformacion, existen nu-merosas cantidades fısicas que dependen de la transformacion. Son importanteslas capacidades calorıficas:
 CΘ =δQ[Θ]
 d T(3.55)
 que describen la cantidad de calor absorbido en la transformacion Θ.Otras cantidades importantes son el coeficiente de dilatacion volumetrico
 αΘ =1
 V
 d dV [Θ]
 d T(3.56)
 y la compresibilidad
 κΘ =1
 V
 d dV [Θ]
 dP(3.57)
 Un grupo particular de transformaciones muy importantes son las transfor-maciones cıclicas: en ellas se vuelve, despues de pasear por el espacio de estados,al punto inicial. La energıa interna E o la entropıa S del sistema no cambianen esas transformaciones, sino que se intercambian con el exterior. Uno de los
 2Tambien se la llama proceso termodinamco, pero es preferible reservar esta palabra paratransformaciones dependientes del tiempo.
 3Otros nombres como fuentes, sumideros y similares seran utilizados donde convenga.4Usualmente se dice que estas cantidades dependen del camino con que se describe la
 transformacion5El nombre de tranformacion adiabatica se aplica tambien a procesos irreversibles
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 Figura 3.3: Ciclo de Carnot
 ciclos mas interesantes tanto desde el punto de vista historico como conceptuales el ciclo de Carnot, formado por dos transformaciones isotermicas unidas pordos transformaciones isentropicas (Figura 3.3).
 3.3.3. Potenciales termodinamicos
 En lugar de la ecuacion fundamental de un sistema termodinamico, es conve-niente introducir otras magnitudes termodinamicas utiles. Entre ellas, la energıainterna es la mas importante.
 La energıa interna es una magnitud comoda para trabajar: generaliza di-rectamente la energıa mecanica y es por lo tanto muy intuitiva. Sin embargo,las variables independientes S o V no son siempre las mas adecuadas para unproblema dado y es importante introducir otras funciones, llamadas potencialestermodinamicos, cuyas variables independientes se adapten mejor al problemadado.
 La eleccion de las variables independientes se basa sobre la naturaleza delsistema a estudiar. Por ejemplo, el equilibrio entre un lıquido y su vapor es unproceso que ocurre a presion y temperatura constantes y el potencial termo-dinamico mas adecuado es uno cuyas variables independientes sean la tempera-tura y la presion. Se trata, pues, de reemplazar en la energıa una u otra de lasvariables indpendientes S, V por sus variables conjugadas T, P .
 Esto puede hacerse mediante transformaciones de Legendre: anandir a laenergıa un producto adecuado de las variables que se desea reemplazar.
 La Tabla 3.3 resume las principales propiedades de los potenciales termo-dinamicos. En lo que sigue, dicutiremos brevemente su interpretacion fısica.
 La energıa interna (3.49) es el mas sencillo y, hasta cierto punto, el mas natu-ral de los potenciales termodinamicos. Generaliza la nocion de energıa mecanicaa cualquier sistema fısico y, como lo indica su expresion diferencial, es funcionde la entropıa y el volumen6.
 6Ademas de otras variables termodinamicas, tal como los numeros de partıculas ded cadacomponente Ni en una mezcla o el momento dipolar M en una substancia magnetica. No
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Potencial Notacion Variables Variables Relaciones
 Independientes Conjugadas de Maxwell
 Energıainterna
 E,U S, V T =(
 ∂E∂S
 )
 V
 (
 ∂T∂V
 )
 S= −
 (
 ∂P∂S
 )
 V
 dE = T dS − P dV P = −(
 ∂E∂V
 )
 S
 Entalpıa H S,P T =(
 ∂H∂S
 )
 P
 (
 ∂T∂P
 )
 S=(
 ∂V∂S
 )
 P
 dH = T dS + V dP V =(
 ∂H∂P
 )
 S
 Energıalibre
 F T, V S = −(
 ∂F∂T
 )
 V
 (
 ∂S∂V
 )
 T= −
 (
 ∂P∂T
 )
 V
 dF = −S dT − P dV P = −(
 ∂F∂V
 )
 T
 Entalpıalibre
 G T,P S = −(
 ∂G∂T
 )
 P
 (
 ∂S∂P
 )
 T=(
 ∂V∂T
 )
 P
 dG = −S dT + V dP V =(
 ∂G∂P
 )
 T
 Cuadro 3.3: Principales propiedades de los potenciales termodinamicos
 El teorema de igualdad entre las derivadas cruzadas proporciona la primerade las relaciones de Maxwell listadas en la Tabla 3.3
 (
 ∂T
 ∂V
 )
 S
 = −(
 ∂P
 ∂S
 )
 V
 (3.58)
 Puesto que la entropıa no puede decrecer en cualquier transformacion es-pontanea, y que es una funcion creciente de E, la energıa no puede crecer
 ∆E ≤ 0 (3.59)
 y, en particular, deducimos que en equilibrio debe ser un mınimo para entropıaconstante (Figura 3.4).
 Dispondremos la particion de modo que el subsistema 1 realice una trans-formacion isobarica. La cantidad de calor absorbida en un proceso isobaricoes
 δQ = T dS = dE + P dV = d(E + PV )
 y el ultimo miembro es el diferencial de la entalpıa, que es una magnitud parti-cularmente util para estudiar procesos isobaricos.
 El trabajo realizado en una transformacion isoterma es
 δW = P dV = dE − T dS = d(E − TS)
 y el ultimo miembro es la energıa libre: una magnitud especialmente apropiadapara estudiar sistemas isotermos. Pero el significado fısico de la energıa libre nose agota con esto.
 El trabajo total realizado es
 W = −∆E +Q
 pero usando el teorema de Clausius (3.54) el calor total intercambiado en unatransformacion isoterma satisface la desigualdad
 Q ≤ T∆Sindicaremos explıcitamente la dependencia con estas variables, salvo cuando sean relevantes.
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PSfrag replacements
 S
 E
 V
 Figura 3.4: Un maximo de entropıa corresponde a un mınimo de energıa.
 de donde deducimos la desigualdad
 W ≤ −∆E + T∆S = −∆F (3.60)
 que se llama Teorema del trabajo maximo. La energıa libre, pues, describe lacapacidad de un sistema de realizar trabajo en condiciones isotermas.
 La entalpıa libre G, combina las propiedades de la entalpıa y la energıa libre.
 3.3.4. Las condiciones de estabilidad
 La condicion de maximo de la entropıa o su analoga, la condicion de mınimode la energıa libre, son condiciones sobre la estabilidad del equilibrio termo-dinamico. Estas condiciones implican varias restricciones sobre las magnitudestermodinamicas. Estas restricciones se conocen como las condiciones de estabi-lidad.
 La condicion de mınimo de la energıa es que la matriz Hessiana
 H =
 (
 ∂2E∂S2
 ∂2E∂S∂V
 ∂2E∂S∂V
 ∂2E∂V 2
 )
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sea definida positiva. Se sabe que esto es cierto si
 ∂2E
 ∂S2≥ 0 (3.61a)
 ∂2E
 ∂S2∂2E
 ∂V 2−(
 ∂2E
 ∂S∂V
 )2
 ≥ 0 (3.61b)
 ∂2E
 ∂V 2≥ 0 (3.61c)
 y la ultima ecuacion es consecuencia de las otras dos. Ahora bien
 ∂2E
 ∂S2=
 (
 ∂T
 ∂S
 )
 V
 =T
 CV
 y como T > 0 se encuentraCV > 0 (3.62)
 De la misma manera encontramos
 ∂2E
 ∂V 2= −
 (
 ∂P
 ∂V
 )
 S
 ≤ 0 (3.63)
 Puesto que se satisface
 CP − CV = −T(
 ∂P∂T
 )2
 V(
 ∂P∂T
 )
 T
 (3.64)
 debe cumplirseCP > CV > 0 (3.65)
 Problemas 3.3
 Problema 3.3.1.Hallar la energıa interna de un gas monoatomico a partir de la ecuacion funda-mental (3.46).
 Problema 3.3.2.Probar los resultados de la Tabla 3.2, en el caso de un gas ideal.
 Problema 3.3.3.Calcular el trabajo realizado W y el calor total absorbido Q = Q2 −Q1 en unciclo de Carnot realizado sobre un gas ideal. Probar que la eficiencia
 η =W
 Q≤ 1
 Problema 3.3.4.Mostrar que la energıa libre de un gas ideal es
 F = −NkBT ln
 [
 V
 N
 (
 mkBT
 2π~2
 )32 g
 e
 ]
 (3.66)
 48

Page 50
                        

Problema 3.3.5.Probar la identidad
 (
 ∂E
 ∂V
 )
 T
 = T
 (
 ∂P
 ∂T
 )
 V
 − P
 Problema 3.3.6. 1. Probar la relacion (3.64) entre los calores especıficos deuna substancia cualquiera.
 2. Expresar la diferencia entre los calores especıficos en terminos de el coefi-ciente de dilatacion y las compresibilidades.
 Problema 3.3.7.Sea
 δ =T
 V
 (
 ∂V
 ∂T
 )
 P
 (3.67)
 el coeficiente de tension. Probar que la 1a ley de la termodinamica puede escri-birse en la forma
 δQ = CP dT − V δ dP (3.68)
 3.4. Algunos sistemas termodinamicos
 Examinemos como ejemplo algunos sistemas termodinamicos importantesen astrofısica.
 3.4.1. Mezclas gaseosas
 Comencemos por examinar el problema de la ecuacion de estado de un gasideal, mezcla de varias especies quımicas. Llamaremmos presion parcial del gasa la que tendrıa este, en las mismas condiciones de temperatura y volumen, siestuviese solo. La hipotesis fundamental se llama la ley de Dalton
 P =∑
 i
 Pi (3.69)
 la presion total de una mezcla de gases es igual a la suma de las presionesparciales de las componentes.
 Escribamos la ecuacion de estado del gas ideal en la forma
 Pi = NikBT
 V= ni
 RT
 V(3.70)
 en donde hemos introducido la constante de los gases R y el numero de molesni usando el numero de Avogadro N
 N = 6,024× 1023 (3.71)
 R = NkB = 8,314× 107erg
 mol(3.72)
 ni =Ni
 N(3.73)
 Por otra parte, el numero de moles es igual a
 ni =mi
 µi
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en donde mi es la masa del i-esimo gas presente y µi su peso molecular. De estemodo, la ecuacion de estado de la mezcla se escribe
 P = RT∑
 i
 ρiµi
 Finalmente, introduciendo las concentraciones de las componentes
 Xi =ρiρ
 =mi
 m(3.74)
 encontramos la ecuacion de estado de la mezcla en la forma
 P =R
 µefρT (3.75)
 en donde1
 µef=∑
 i
 Xi
 µi(3.76)
 Esta es la ecuacion de estado central en la teorıa de interiores estelares. Enestos sistemas particulares, uno de los gases es un gas de electrones originado enla ionizacion de la materia. Si ne es el numero de moles electronico y el sistemaesta completamente ionizado
 ne =∑
 i
 Zini
 y hallamos1
 µef=∑
 i
 Xi(1 + Zi)
 µi(3.77)
 como la expresion adecuada para el caso de ionizacion completa.Es usual en Astronomıa usar las letrasX para la concentracion del hidrogeno,
 Y para la del helio y Z para la suma de las concentraciones de los demaselementos, que se designan colectivamente como metales.
 Puesto que la temperatura y el volumen son constantes, la energıa libre delgas debe ser la suma de las energıas libres. Podemos usar la ecuacion (3.66),pero con el cuidado de recordar que por lo general hay una diferencia de energıainterna entre dos gases cualesquiera, aun en el cero absoluto. Esto se debe aque diferentes especies quımicas (o especies nuclares) tienen diferentes energıasde ligadura. Y cuando contamos los estados en el conjunto microcanonico notuvimos eso en cuenta. Llamando U0i a estas diferencias de energıa interna7
 hallamos
 F (T, V, Ni) =∑
 i
 F (T, V,Ni)
 = −∑
 i
 −U0i +NikBT ln
 [
 V
 Ni
 (
 mikBT
 2π~2
 )32 g
 e
 ]
 = −NkBT[
 F (T, V,N)−∑
 i
 xi lnxi
 ]
 (3.78)
 7Puesto que las energıas estan definidas a menos de una constante arbitraria, podemos elegirla energıa interna de cualquier gas a temperatura T = 0 como referncia. Solo las diferenciasde energıa son relevantes.
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para la energıa libre de una mezcla de gases. El primer termino es la energıalibre de un gas de N partıculas, mientras que el segundo es la contribucion dela entropıa de mezcla de los gases
 ∆S = NkB∑
 i
 xi lnxi (3.79)
 y donde xi son las concentraciones por numero de los gases. Esta cantidad espositiva y representa el incremento en la entropıa por el proceso irreversible demezcla.
 3.4.2. Reacciones quımicas en gases
 bEl tema de reacciones quımicas en gases es uno de los mas importantes tanto
 en fisicoquımca como en la fısica de los interiores estelares. Las reacciones enequilibrio pueden tratarse como sistemas a presion y temperatura constantes,pero cuyo numero de partıculas es variable.
 La entalpıa libre del sistema es
 G(T, P, Ni) =∑
 i
 G(T, Pi, Ni) (3.80)
 Una reaccion quımica8 consiste en la transformacion de un conjuto de subs-tancias A1, A2, . . . en las substancias B1, B2, . . .. La ley de las proporciones cons-tantes afirma que numeros enteros de moles de las substancias Ai se se transfor-man en numeros enteros de moles de las substancias Bi, lo que es ovbio desdeel punto de vista de la teorıa cinetica. En sımbolos
 ∑
 i
 νiAi =∑
 j
 νjBj (3.81)
 en donde hempos utilizado la convencion usual en quımica, que el nombre de lasusbtancia representa un mol de la misma. Si convenimos en que los numerosestoquiometricos νi son positivos para los reactivos (miembro izquierdo de laecuacion (3.81)) y negativos para los productos de la reaccion (miembro dere-cho), la ecuacion anterior puede escribirse
 ∑
 i
 νiAi = 0 (3.82)
 Por ejemplo, la reaccion
 2H2 +O2 = 2H2O
 o 2H2 +O2 − 2H2O = 0
 representa en forma abreviada el hecho de que dos moles de hidrogeno moleculary un mol de oxıgeno molecular se combinan para formar dos moles de agua. Esimportante observar que la ecuacion (3.82) representa el equilibrio entre reac-tivos y productos, no las reacciones individuales entre moleculas. Estas pueden
 8A veces llamaremos a las reacciones nucleares caracterısticas de los interiores estelaresreacciones alquımicas, puesto que transmutan los elementos quımicos.
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ser muchas, formando cadenas de reacciones, pero en equilibrio debe satisfacerse(3.82).
 Apliquemos ahora las condiciones de equilibrio a la mezcla de gases. Puestoque el sistema se encuentra en equilibrio a presion y temperatura constantes,es conveniente usar la entalpıa libre como potencial termodinamico. Sea δNi
 una variacion de los numeros de particulas de las componentes de la mezcla. Lacondicion de equilibrio es
 ∑
 i
 (
 ∂G
 ∂Nj
 )
 P,T,Ni6=j
 δNi = 0
 o, introduciendo los potenciales quımicos ()
 µ(P, T, Ni) =(
 ∂G
 ∂Nj
 )
 P,T,Ni6=j
 δNi (3.83)
 la condicion de equilibrio toma la forma∑
 i
 µ(P, T, Ni)dNi = 0
 Pero las variaciones del numero de particulas deben satisfacer la ley de pro-porciones constantes y por lo tanto deben ser proporcionales a cierta cantidaddα
 dNi = νidα
 Con esta restriccion la condicion de equilibrio quımico es
 ∑
 i
 (
 ∂G
 ∂Nj
 )
 P,T,Ni6=j
 νi = 0 (3.84)
 Esta condicion es sumamente general y se aplica a cualquier sistema quımico(o alquımico). Ademas de la restriccion anterior, puede haber otras adicionales,para que se satisfagan leyes de conservacion como la de la carga electrica.
 En el caso particular de las reacciones gaseosas los potenciales quımicos seconocen explıcitamente y la ley de equilibrio toma una forma muy elegantellamada la ley de accion de las masas. Escribamos loa entalpıa libre en la forma
 G =∑
 i
 Ni
 [
 Gi(T, P,N)− kBT lnN
 Ni
 ]
 (3.85)
 Con esta ecuacion es facil ver que la condicion de equilibrio quımico toma laforma
 ∑
 i
 νi
 [
 µi(T, P )− kBT lnN
 Ni
 ]
 = 0
 en donde el primer termino es el potencial quımico del i-esimo gas, para un mol.Finalmente, hallamos
 ∏
 i
 xνii = K(P, T ) (3.86)
 en donde la constante de equilibrio vale
 lnK(P, T ) = −∑
 i νiµi(T, P )
 RT(3.87)
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Usando el valor de G para un gas ideal (e incluyendo las diferencias deenergıas de ligadura) encontramos
 lnK = −∑
 i
 νi
 ln
 [
 2π~2
 P
 (
 kBT
 2π~2
 )52
 ]
 − ui0 − si0TRT
 (3.88)
 en donde si0 = kB ln gi.
 3.4.3. La formula de Saha
 Apliquemos las ideas anteriores a la ionizacion de un gas. En el caso de losinteriores estelares, solo hidrogeno y helio son importantes, lo que simplificamucho el problema, en comparacion con el de las atmosferas estelares.
 La reaccion basica ese− +H+ = H (3.89)
 La energıa de ionizacion EI es la necesaria para arrancar un electron delatomo. Tendremos, pues:
 u0 = EI = 13,6 eV (3.90)
 Sustituyendo en las ecuaciones (3.86), (3.87) y (3.88) hallamos
 XH
 XH+XH+
 = P1
 2
 (
 2π
 m
 )32 ~3
 (kBT )52
 eEIkBT
 A esta ecuacion debemos anadir la condicion de neutralidad
 XH = XH+ +Xe−
 Llamando α al grado de ionizacion del gas: el cociente entre el numero deatomos ionizados y el numero de atomos neutros
 α =XH+
 XH(3.91)
 hallamos la formula de Saha
 1− α2α2
 = PKP (T ) (3.92a)
 en donde
 KP =1
 2
 (
 2π
 m
 )32 ~3
 (kBT )52
 eEIkBT (3.92b)
 Problemas 3.4
 Problema 3.4.1.En el Problema 3.1.1, supongamos que las energıas de cada uno de los esta-dos sean εi, y que los tres tengan la misma constante de entropıa. Hallar lascondiciones de equilibrio entre los tres estados.
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 Figura 3.5: El conjunto canonico
 3.5. El conjunto canonico
 Por muchas razones, el conjunto microcanonico, muy util para deducir lasleyes de la termodinamica a partir de la mecanica estadıstica, es muy pocopractico para el calculo efectivo de estas propiedades, salvo casos excepcionalescomo el gas ideal. Es mucho mas interesante estudiar modelos de sistemas eninteraccion con su entorno. Y el mas simple es el conjunto canonico, que modelaun sistema capaz de intercambiar energıa pero no materia con su entorno.
 3.5.1. Matriz densidad del conjunto canonico
 Deduciremos las propiedades del conjunto canonico a partir del microcanoni-co. Para ello, consideremos el sistema S como una pequena parte de un sistemaaisladoM (Figura 3.5). En estas condiciones deben satisfacerse los vınculos (Cf.Seccion 3.2.2)
 E0 = E + E′ E′ À E (3.93a)
 V0 = V + V ′ V ′ À V (3.93b)
 En estas ecuaciones, E0 y V0 son la energıa y el volumen del sistema aisladoM. Ahora elijamos los sistemas del conjunto de modo que E este fijo. Sinembargo, S puede intercabiar energıa con el resto deM, que funciona ası comoun termostato T .
 La matriz densidad de S la hallamos sumando sobre todos los estados deT compatibles con la energıa E9. Finalmente, modelamos el sistema total Msuponiendo que la energıa de interaccion entre S y T es despreciable.
 9Esencialmente, haciendo variar la energıa E0 de los miembros del ensemble sobre el inter-valo pequeno ∆.
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De este modo
 ρ(E) = trE′ ρ(E,E′) (3.94)
 = N trE0ρT (E0 − E) (3.95)
 = NΓ(E0 − E) (3.96)
 En esta ecuacion N es un factor de normalizacion aun no especificado. Engeneral Γ es una funcion complicada pero podemos simplificarla mucho usandola condicion de equilibrio termico entre ambos subsistemas. En efecto, si S y Testan en equilibrio debe satisfacerse la condicion (3.37). Como E0 À E
 Γ(E0 − En) ' Γ(E0)e−βEn = e
 TS0−EnkBT (3.97)
 Es conveniente elegir el factor de normalizacion N = 1 y finalmente obtene-mos la matriz densidad y las probabilidades de ocupacion
 ρnn = e−βEn (3.98)
 pn =1
 Zρnn (3.99)
 en donde hemos introducido la funcion de particion
 Z = tr ρ =∑
 n
 e−βEn (3.100)
 que no es otra cosa que el factor de normalizacion de la matriz densidad. Laexpresion (3.98) para ρnn suele llamarse el factor de Boltzmann.
 3.5.2. Propiedades termodinamicas en el conjunto canoni-co
 Las propiedades termodinamicas del conjunto canonico se establecen facil-mente una vez que se conecta la funcion de particion con alguna de los poten-ciales termodinamicos. Ası como tr ρ = Γ estaba conectada con la entropıa delsistema aislado, Z esta conectada con la energıa libre F del sistema cerrado.Mas precisamente
 Z = e−βF (V,T ) (3.101)
 En efecto, calculemos la derivada de Z respecto de β
 ∂Z
 ∂β= −
 ∑
 n
 Ene−βEn = −〈E〉Z
 y ademas, derivando directamente (3.101)
 ∂Z
 ∂β= −Z
 [
 F + β
 (
 ∂F
 ∂β
 )
 V
 ]
 y ası obtenemos la ecuacion de Gibbs-Helmholtz
 F = E + T
 (
 ∂F
 ∂T
 )
 V
 = E − TS (3.102)
 55

Page 57
                        

que nos permite identificar a F con la energıa libre.A partir de la ecuacion (3.102) y con los resultados de la Seccion 3.3 puede
 obtenerse toda la termodinamica del sistema cerrado. Pero ya que hemos tra-bajado con un modelo microscopico para el sistema, podemos hallar algo mas.Examinemos la varianza de E
 (∆E)2 =⟨
 (E − 〈E〉)2⟩
 =⟨
 E2⟩
 − 〈E〉2 = ∂2 lnZ
 ∂β2
 pero el ultimo miembro de esta cadena de igualdades puede calcularse inmedia-tamente
 (∆E)2 = kBT2CV (3.103)
 Esta expresion es una cantidad extensiva, pues CV ∝ N . Como la energıa tam-bien lo es la fluctuacion relativa
 ∆E
 E∝ 1√
 N(3.104)
 es sumamente pequena, del orden de un billonesimo para un mol de gas. Poresta razon, se acostumbra a tomar el lımite termodinamico definido por lasecuaciones
 N →∞ V →∞ N
 V= n (3.105)
 para completar el modelo de un sistema cerrado. En el lımite termodinamico,tanto el conjunto microcanonico como el canonico dan las mismas predicciones.
 3.5.3. El lımite clasico
 Las ecuaciones que acabamos de hallar son validas para un sistema cualquie-ra. En el lımite (semi)clasico, sin embargo, la funcion de particion se simplificaenormemente. Examinemos, pues, con mas cuidado este lımite.
 Ante todo, observemos que la traza de la matriz densidad puede calcularseen cualquier base, pues es invariante bajo transformaciones unitarias
 tr U †ρU = tr U U †ρ = tr ρ
 En particular, podemos usar una base de ondas planas
 uk(r) =1√Veik·r (3.106)
 Las funciones de base para un sistema de N partıculas identicas seran
 Ψ(1, . . . , N) =1√N !
 ∑
 P
 δPuk1(rP1) . . . ukN (rPN ) (3.107)
 en donde P denota una de las permutaciones de N partıculas y δP es igual a 1para partıculas de Bose-Einstein y ±1 segun la paridad de la permutacion parapartıculas de Fermi-Dirac. Por lo tanto
 ZN (T, V ) =1
 N !
 ∑
 k1,...,kn
 ∫
 dr1 . . . drN
 uk1(r1) . . . ukN (rN ) e−βH(1,...,N)
 ∑
 P
 δPuk1(rP1) . . . ukN (rPN )
 (3.108)
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Esta ultima expresion es exacta. Hagamos ahora las siguentes aproximacio-nes
 1.∑
 k1,...,kn
 ≈ V N
 h3N
 ∫
 dp1 . . . dpN
 2.e−βH(1,...,N) = e−β[T (p)+V (r)] ≈ e−βT (p)e−βV (r)
 3. Conservaremos solo el termino correspondiente a la permutacion identi-dad, pues los otros dan contribuciones exponencialmente pequenas a tem-peraturas suficientemente altas.
 De este modo hallamos
 ZN ≈1
 N !
 ∫
 d3Np d3Nq
 h3Ne−βH (3.109)
 La integral sobre los impulsos puede llevarse a cabo exactamente en el casode partıculas no relativistas, donde
 T (p) =
 N∑
 i=1
 p2i2m
 y en ese caso
 Z(cl)N =
 1
 N !λ3NT
 ∫
 d3Nre−βV (r) (3.110)
 en donde
 λT =
 √
 2π~2mkBT
 (3.111)
 se llama la longitud de onda termica.
 Problemas 3.5
 Problema 3.5.1 (Gas ideal en el conjunto canonico).Mostrar que las propiedades termodinamicas del gas ideal, deducidas de la fun-cion de particion (3.110) son las mismas que las halladas usando el conjuntomicrocanonico (Seccion 3.2.3).
 Sugestion: Hallar la correspondiente relacion fundamental.
 Problema 3.5.2.Un gas ideal esta formada por moleculas con dos niveles de energıas, ε1 y ε2.Mostrar que el calor especıfico del sistema es una funcion de la temperatura.
 Problema 3.5.3.Mostrar que en el sistema definido en el Problema 3.1.1, los numeros de ocu-pacion son proporcionales al factor de Boltzmann. Comparar con los resultadosdeducidos en el Problema 3.4.1.
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Notas bibliograficas
 Los fundamentos de la Mecanica Estadıstica han sido tratados muchas vecesen la bibliografıa. El enfoque basado sobre la ecuacion maestra, que adopte enestas notas, esta desarrollado en [113, 112].
 La construccion de los distintos conjuntos estadısticos y el desarrollo de latermodinamica a partir de los mismos se puede ver en [67, 95]. Un tratamientomas elemental esta en [103, 30].
 Numerosos libros tratan la termodinamica [103, 52, 30] y sus aplicaciones ala astrofısica [34, 35, 70].
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Capıtulo 4
 Estadısticas Cuanticas
 Las estadısticas cuanticas juegan un papel muy importante en la teorıa deInteriores Estelares: no solo la radiacion (uno de los componentes mas impor-tantes de los interiores estelares) tiene un caracter puramente cuantico, sino queademas los objetos compactos (enanas blancas y estrellas de neutrones) estancompuestos (y su estructura determinada) principalmente por fluidos cuanticos.En este capıtulo estudiaremos las principales caracterısticas de estos extranosobjetos.
 4.1. El gran conjunto canonico
 El gran conjunto canonico es una herramienta muy importante para el es-tudio de los sistemas cuanticos. Esto se debe a que la funcion de particion deestos ultimos es espacialemente difıcil de estudiar, aun cuando su energıa sea lasuma de las energıas individuales. Esto se debe a que las partıculas cuanticas sonidenticas y por lo tanto la energıa invariante bajo la operacion de intercambiode partıculas.
 Un modelo util para estudiar es el de un sistema quımicamente abierto S,es decir, que puede intercambiar materia ademas de energıa con el exterior.El numero de partıculas de S no esta fijado sino que puede variar. El conjun-to estadıstico correspondiente se llama el gran conjunto canonico (o conjuntomacrocanonico).
 Procedamos como antes (Seccion 3.5) para hallar la matriz densidad de untal sistema. Si fijamos N y E, la matriz densidad sera proporcional al numerode estados correspondientes del reservorio T
 ρnn(E, V,N) =NΓ(E0 − E,N0 −N)
 NΓ(E0, N0)e−βE+βµN
 (4.1)
 La cantidad µ, que esta determinada por el equilibrio quımico del sistemaen el conjunto microcanonico por la condicion (3.41), es el potencial quımico delsistema. Eligiendo N en forma conveniente
 ρnn =e−βE+βµN
 Z=
 zNe−βE
 Z (4.2)
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En esta ecuacion hemos introducido la fugacidad
 z = eβµ (4.3)
 y el factor de normalizacion Z se llama la gran funcion de particion
 Z(T, V, z) =∞∑
 N=0
 zNZN (T, V ) (4.4)
 Es facil ver que la Z esta conectada con una funcion de estado. Para hallarla,escribamos la funcion de particion Z en la forma (3.101). Entonces
 Z =∑
 N
 eβ[µN−F (T,V,N)] (4.5)
 La cantidadΩ(V, T, µ) = F (V, T,N)− µN (4.6)
 es el gran potencial termodinamico. Es facil encontrar su expresion en funcionde las variables termodinamicas. En efecto, por homogeneidad dimensional
 µN = G(P, T ) = F (V, T ) + PV (4.7)
 y por lo tantoZ = eβPV (4.8)
 La gran funcion de particion es muy practica para hallar la ecuacion deestado de un subsistema. En efecto, de (4.8)
 PV = kBT lnZ(T, V, z) (4.9a)
 Por otra parte, el numero medio de partıculas en el volumen V es
 N =
 ∑∞n=0 nz
 nZn
 Z = z∂
 ∂zlnZ(T, V, z) (4.9b)
 En principio, la ultima ecuacion de (4.9) permite determinar z (en principio)que, sustituida en la primera da la ecuacion de estado. Las demas funcionestermodinamicas pueden hallarse, si se lo desea, a partir Z. Por ejemplo la energıainterna es
 E(T, V, z) =1
 Z∞∑
 N=0
 ∑
 k
 Eke−βEk
 =− ∂
 ∂βlnZ
 (4.10)
 (ver Problema 4.1.1)
 Problemas 4.1
 Problema 4.1.1.Probar que
 dΩ = −S dT − P dV −N dµ
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Problema 4.1.2.Hallar las fluctuacion media cuadratica en el numero de partıculas. ¿Como secomporta la fluctuacion relativa?
 Problema 4.1.3. 1. Hallar la gran funcion de particion para un gas ideal.
 2. Discutir la termodinamica del gasi ideal en el gran conjunto canonico.
 Problema 4.1.4.Hallar la gran funcion de particion para una mezcla de dos gases ideales. Discutirla termodinamica correspondiente.
 4.2. Gases cuanticos
 De los principios de la Mecanica Cuantica sabemos que los sistemas departıculas identicas pueden tener unicamente dos tipos de funciones de onda: to-talmente simetricas o antisimetricas en los numeros cuanticos de las partıculas.Las componentes de estos sistemas se llaman bosones y fermiones respectiva-mente.
 Puesto que las partıculas son identicas, un estado cualquiera de partıculaindependiente1 puede estar ocupada por a lo sumo una partıcula en el caso delos fermiones o por cualquier numero positivo (o cero) de partıculas si son bo-sones. Pero el estado correspondiente no depende de cuales sean las partıculasinvolucradas. Dico de otra manera, cada estado microscopico esta caracterizadounicamente por los numeros de ocupacion ni de los estados de partıcula inde-pendiente. Esta representacion se llama la representacion de Fock. El uso deesta representacion simplifica el tratamiento de los gases ideales cuanticos.
 Para estudiar las propiedades estadısticas de un gas ideal cuantico, bas-tara sumar sobre los conjuntos de numeros de ocupacion ni de los estados departıcula independiente con energıa total
 Eni =∑
 p,s
 ε(p)np,s (4.11)
 y con
 np,s ∈
 0, 1 Fermi
 Z+ Bose(4.12)
 Para trabajar en el conjunto canonico es necesario, ademas, imponer la con-dicion
 ∑
 p,s
 np,s = N (4.13)
 Esta ultima condicion hace que el calculo sea extremadamente difıcil. Esmuchısimo mas simple calcular la gran funcion de particion de un sistema abier-to, pues en ese caso la suma sobre estados se descompone en productos de sumas
 1Se llaman ası los estados caracterizados por los numeros cuanticos de una sola partıcula:(p, s) o (n, l, j,m); etc
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sobre los numeros de ocupacion individuales. En efecto
 Z(T, V, z) =∞∑
 N=0
 zNZN (T, V )
 =
 ∞∑
 N=0
 z∑
 i ni∑
 ni∑
 i ni=N
 e−β∑
 i εini
 =∞∑
 N=0
 ∑
 ni∑
 i ni=N
 ∏
 i
 znie−βεini
 Esta cantidad, sin embargo, es igual a
 Z(T, V, z) =∏
 i
 (
 nmax∑
 ni=0
 znie−βεini
 )
 (4.14)
 Esta suma toma dos formas: una para fermiones (nmax = 1) y otra parabosones (nmax = ∞). Introduzcamos una variable σ = ±1 para fermiones ybosones, respectivamente. Entonces
 Z(T, V, z) =∏
 i
 (
 1 + σzeβεi)σ
 (4.15)
 Esta es una expresion muy compacta para la gran funcion de particion, perosalvo casos excepcionales los productos infinitos involucrados no son faciles decalcular. La ecuacion de estado, sin embargo, se obtiene facilmente. De (4.9)
 PV
 kBT= lnZ = σ
 ∑
 i
 ln(
 1 + σze−βεi)
 (4.16a)
 N = z ∂∂z lnZ =
 ∑
 i
 ze−βεi
 1 + σze−βεi(4.16b)
 Para muchas aplicaciones es importante calcular los numeros de ocupacionmedios
 〈ni〉 =ze−βεi
 1 + σze−βεi=
 11z e
 βεi + σ(4.17)
 Se obtiene una simplificacion adicional si hacemos tender el volumen dela caja a infinito. En ese caso, podemos transformar las sumas en integralesintroduciendo la densidad de estados, en la forma
 1
 V
 ∑
 p
 ⇔∫
 d3 p
 h3
 para llevar la ecuacion de estado a la forma
 P = σkBT∑
 s
 ∫
 d3 p
 h3ln(
 1 + σze−βεp)
 (4.18a)
 1
 v=∑
 s
 ∫
 d3 p
 h3ze−βεp
 1 + σze−βεp(4.18b)
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Advirtamos sin embargo que en el caso bosonico es necesario hacer el pasoal lımite con mucho mas cuidado.
 Las demas magnitudes termodinamicas pueden obteberse a partir de Z comode costumbre. En particular, la energıa interna tiene una expresion sencilla
 U = −∂ lnZ∂β
 =∑
 s
 ∫
 d3 p
 h3〈np〉 εp (4.19)
 A partir de esta expresion, puede probarse que existe una conexion sencillaentre U y P cuando εp ∝ pn.
 PV =n
 3U (4.20)
 Las substancias que satisfacen una condicion de la forma (4.20) se llamanpolitropas y tienen una gran importancia en astrofısica.
 Problemas 4.2
 Problema 4.2.1.Probar la propiead politropa (4.20).
 Problema 4.2.2.Probar la transformacion “distributiva” que conduce a la ecuacion (4.14).
 4.3. Bosones
 De todos los gases cuanticos, la radiacion de cuerpo negro es la mas impor-tante en astrofısica. Su presencia no solo produce el transporte de energıa en losinteriores estelares, sino que tambien juega un papel importante en la estructurade muchas estrellas.
 4.3.1. El gas de fotones
 Una particularidad de los fotones es que las ecuaciones de Maxwell son li-neales y por lo tanto los fotones no interactuan directamente entre sı: lo hacencon la materia y el equilibrio termodinamico se logra por absorcion y emision defotones. Por esta razon, el numero de partıculas de la radiacion no es constante.La condicion de equilibrio termodinamico correspondiente es
 (
 ∂F
 ∂N
 )
 V,T
 = µ = 0 (4.21)
 y pot lo tantoz = 1 (4.22)
 Sustituyendo en (4.18)
 P = −8πkBT∫ ∞
 0
 p2dp
 h3ln(1− e−
 cpkBT (4.23)
 Con el cambio de variablesx =
 cp
 kBT
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la ecuacion (4.23) se lleva a la forma
 P = −8π (kBT )4
 (hc)3
 ∫ ∞
 0
 x2dx ln(1− e−x) (4.24)
 La integral se puede calcular analıticamente. En general, integrando porpartes, se puede llevar a la forma
 ∫ ∞
 0
 xz−1dx
 ex − 1= Γ(z)ζ(z) (4.25)
 en donde ζ(z) es la funcion zeta de Riemann, que ha sido extensamente estu-diada y tabulada. Para z = 4
 ∫ ∞
 0
 x3dx
 ex − 1=π4
 15
 y finalmente hallamos
 P = ~cπ2
 45
 (
 kBT
 ~c
 )4
 (4.26)
 Podemos hallar facilmente la energıa libre del gas, recordando la identidad(4.7), que en este caso se reduce a
 F (V, T ) = −PV = ~cπ2
 45
 (
 kBT
 ~c
 )4
 V (4.27)
 Es conveniente definir las siguientes abreviaturas
 aR =π2
 15
 k4B~c
 3
 (4.28a)
 σ =c
 4aR (4.28b)
 aR se llama la constante de Stefan-Boltzmann σ la constante de radiacion.Disponiendo de la energıa libre es muy sencillo calcular las restantes propie-
 dades termodinamicas de la radiacion. Ası, hallamos las densidades de energıay de entropıa
 u = aRT4 = 3P (4.29a)
 s =4
 3aRT
 3 = 4P
 T(4.29b)
 El numero medio de partıculas del gas se halla con la ecuacion (4.18) pues
 n =1
 v=
 8π
 h3
 ∫
 p2dp
 ecpkBT − 1
 =2ζ(3)
 π2
 (
 kBT
 ~c
 ) (4.30)
 Es necesario aclarar que las ecuaciones anteriores son aplicables a cualquiergas de partıculas ultrarrelativistas, es decir, partıculas cuya masa sea desprecia-ble frente a la energıa total. Lo unico que va a cambiar es el grado de degenera-cion del gas: el numero de estados cuanticos internos de las partıculas.
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 Figura 4.1: Representacion grafica de la ley de Planck.
 Examinemos ahora el espectro de la radiacion. En un intervalo de de fre-cuencias dk el numero de fotones de la radiacion sera
 〈n(ω)〉 = 1
 eβ~ω − 1(4.31)
 La densidad de fotones se halla multiplicando la ecuacion anterior por ladensidad de estados e integrando sobre angulos. De este modo, hallamos tanto ladensidad de partıculas como la densidad de energıa por intervalo de frecuencias
 n(ν, T ) =8πν2
 /c3
 ehνkBT
 −1 (4.32a)
 u(ν, T ) =8πhν3
 /c3
 ehνkBT
 −1 (4.32b)
 Esta ultima es la formula de Planck.La Figura 4.1 muestra una representacion grafica tridimensional de la ley de
 Planck. Es facil ver que los maximos del espectro estan sobre la recta
 ν = 2,8214kBhT (4.33)
 y por lo tanto, la frecuencia del maximo es un indicador de la temperatura.
 4.3.2. Mezclas de gases ideales con radiacion
 Examinemos ahora una mezcla tıpica de gas y radiacion, tal como la existenteen los interiores estelares. La energıa libre total es la suma de las energıas libres
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de las componentesFt = Fr + Fg (4.34)
 en donde Fr es la energıa libre de la radiacion (4.27) y Fg la del gas, dada porel logaritmo de la funcion de paricion clasica (3.110)
 Fg = −NkBT lnV
 N !1N
 (
 mkBT
 2π~2
 )32
 (4.35)
 De aquı hallamos
 P =1
 3aRT
 4 +nRT
 V(4.36a)
 U = aRT4 + ncV gT (4.36b)
 H =4
 3aRT
 4 + ncPgT (4.36c)
 en donde cV y cP son los calores especıficos del gas definidos como las capaci-dades calorıficas por mol (Cf. Ec. (3.55))
 ncV =
 (
 ∂E
 ∂T
 )
 V
 (4.37a)
 ncP =
 (
 ∂H
 ∂T
 )
 V
 (4.37b)
 Es facil ver que estas cantidades satisfacen
 cPg = cV g + R (4.38a)
 cV g =3
 2R (4.38b)
 γ =cPg
 cV g=
 5
 3(4.38c)
 para un gas ideal monoatomico.La importancia de la radiacion en la mezcla se mide con la cantidad
 β =Pg
 P=
 R/µρT
 P(4.39)
 en donde hemos escrito la presion del gas en la forma (3.75).En los interiores estelares es muy importante definir los exponentes adiabati-
 cos de la mezcla, pues estos estan relacionados con la estabilidad del sistemafrente a pequenas perturbaciones. Estos exponentes estan definidos en la forma
 dP
 P+ Γ1
 dV
 V= 0 (4.40a)
 dP
 P+
 Γ21− Γ2
 dT
 T= 0 (4.40b)
 dT
 T+ (Γ3 − 1)
 dV
 V= 0 (4.40c)
 cuando los cambios en las variables de estado P, T, V se producen en una trans-formacion adiabatica (Seccion 3.3.2).
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Por el primer principio de la termodinamica, una tansformacion adiabaticadebe satisfacer
 PdV = −dE =
 (
 ∂E
 ∂T
 )
 V
 dV +
 (
 ∂E
 ∂V
 )
 T
 (4.41)
 Usando las ecuaciones (4.36)
 (
 ∂E
 ∂T
 )
 V
 = 4aRV T3 + ncV =
 V
 T
 (
 12Pr +cVRPg
 )
 (
 ∂E
 ∂V
 )
 T
 = aRT4 = 3Pr
 que sutituidas en 4.41 dan la condicion de adiabaticidad en la forma(
 12Pr +cV
 cP − cVPg
 )
 dT
 T+ (4Pr + Pg)
 dV
 V= 0 (4.42)
 y comparando con la definicion de Γ3 hallamos
 Γ3 = 1 +(γ − 1)(4− 3β)
 β + 12(γ − 1)(1− β) (4.43)
 De la misma manera pueden hallarse los valores de los demas exponentesadiabaticos
 Γ2 = 1 +(γ − 1)(4− 3β)
 β2 + 3(γ − 1)(1− β)(4 + β)(4.44)
 Γ1 = β +(γ − 1)(4− 3β)2
 β + 12(γ − 1)(1− β) (4.45)
 Los calores especıficos de la mezcla pueden hallarse a partir de su definicion
 CV =
 (
 ∂Q
 ∂T
 )
 V
 =cVβ(β + 12(γ − 1)(1− β)) (4.46a)
 CP =Γ1βCV (4.46b)
 4.3.3. Condensacion de Bose-Einstein
 Examinemos brevemente las propiedades termodinamicas de un gas ideal deBose, en el caso no relativista ε(p) = p2
 /2m. A diferencia de los fotones, aquı nohay posibilidad de emitir o absorber partıculas y N esta bien definido.
 Las ecuaciones (4.16) proporcionan la ecuacion de estado en forma pa-rametrica. Serıa deseable pasar al lımite termodinamico pero el estado εi = 0 secomporta de manera singular y debe tratasrse con cuidado. Antes de pasar allımite, lo separaremos de la suma formal
 PV
 kBT= − ln(1− z)−
 ∑
 k 6=0ln(
 1 + ze−βεi)
 (4.47a)
 N =z
 1− z +∑
 i
 ze−βεi
 1 + ze−βεi(4.47b)
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Si ahora pasamos formalmente al lımite en las ecuaciones anteriores hallamos
 P
 kBT= −4π
 h3
 ∫ ∞
 0
 p2dp ln[
 1− ze−βε(p)]
 − ln(1− z)V
 (4.48a)
 n =4π
 h3
 ∫ ∞
 0
 p2dpz
 eβε(p) − z −1
 V
 z
 1− z (4.48b)
 Los terminos separados tienden a cero en el lımite termodinamico, exceptocuando z ∼ 1. Cuando z < 1
 P
 kBT=
 1
 λ3Tg5/2(z) +O
 (
 1
 V
 )
 (4.49a)
 n =1
 λ3Tg3/2(z) +O
 (
 1
 V
 )
 (4.49b)
 λT =
 (
 2π~2
 mkBT
 )12
 (4.49c)
 Las funciones gν(z) estan estudiadas y pueden calcularse (si se lo desea) conel desarrollo en serie
 gν(z) =
 ∞∑
 l=0
 zl
 lν(4.50)
 Estas series son convergentes para z ≤ 1. En z = 1 la derivada de g3/2 essingular y se cumple
 gν(z) < gν(1) = ζ(ν) (4.51)
 La Figura 4.2 muestra las funciones g3/2 y g5/2, que describen la ecuacion deestado.
 La segunda de las ecuaciones (4.49) determina z, pero aquı hay dificultadespues mientras g3/2(z) esta acotada y la densidad de partıculas n esta fija, λT creceindefinidamente cuando la temperatura disminuye. Ası pues, dicha ecuacion nopuede satisfacerse para n y T arbitrarios.
 Pero en general deben satisfacerse las ecuaciones (4.48) y en particular
 n =1
 λ3Tg3/2(z) +
 N0
 V(4.52a)
 en dondeN0 = 〈nk=0〉 =
 z
 1− z (4.52b)
 Esto implica que una fraccion finita de partıculas ocupa el estado de partıculaindependiente ε = 0 cuando
 nλ3T ≥ g3/2(1) = ζ(3/2) ' 2,612 . . . (4.53)
 o tambien
 kBTc =2π~2
 /m
 vζ(3/2)(4.54)
 Este fenomeno se conoce como condensacion de Bose-Einstein. Es un cambiode fase analogo a la transicion lıquido-gas, pero la “condensacion” ocurre en elespacio de los impulsos.
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 Figura 4.2: Funciones de Bose no relativistas
 Cuando se cumlpe la condicion (4.53) la cantidad N0 ∼ N es macroscopicay de (4.52b)
 z = 1− 1
 N0= 1−O
 (
 1
 N
 )
 (4.55)
 Ası pues, cuando la temperatura es menor que la temperatura crtıtica (4.54)la presion es independiente de v = 1/n mientras que para temperaturas mayoresdecrece suavemente con el volumen especıfico v. Cuando la temperatura es altaT À Tc solo el primer termino de la serie es importante y recobramos el gasideal clasico
 z ' λ3Tv
 = λ3Tn (4.56a)
 P ' kBT
 v=nmolRT
 V(4.56b)
 Problemas 4.3
 Problema 4.3.1 (Propiedades termodinamicas de la radiacion).Completar la demostracion de las propiedades termodinamicas de la radiacion.
 Problema 4.3.2 (Calor especıfico de la radiacion).¿Cuanto vale el calor especıfico a volumen constante de la radiacion? ¿Y el calorespecıfico a presion constante?
 Problema 4.3.3 (Exponentes adiabaticos).Probar las ecuaciones (4.44) y (4.45).
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Problema 4.3.4 (Entropıa de la mezcla).Calcular la entropıa de la mezcla de gas y radiacion.
 Problema 4.3.5 (Calor especıfico del gas de Bose).Calcular el calor especıfico del gas perfecto de Bose. Mostrar que en el punto detransicion tiene una cuspide.
 4.4. Fermiones
 El gas de fermiones juega un papel muy importante en astrofısica, pues suspropiedades determinan la estructura de las estrellas compactas (enanas blancas,pulsares) e influyen de manera no trivial la estructura de estrellas muy masivas.
 4.4.1. Gas ideal de Fermi
 El comportamiento de un gas ideal de fermiones es, en cierto modo, opuestoal de un gas de bosones y, como veremos, en cierto modo determina la estructurade la materia a temperatura ambiente.
 Obtenemos Z de (4.15) haciendo σ = 1, y con ella la ecuacion de estado delgas
 PV
 kBT=∑
 i
 ln(
 1 + ze−βεi)
 = lnZ (4.57a)
 N =∑
 i
 11z e
 βεi + 1(4.57b)
 En el caso de un gas de fermiones la ocupacion de un estado dado esta limi-tada a 0 o 1 partıcula y por lo tanto cada uno de los terminos contribuye conuna cantidad muy pequena a Z. Podemos, pues, pasar al lımite termodinamicosin dificultades
 PV
 kBT=
 4π
 h3gV
 ∫ ∞
 0
 p2dp ln(
 1 + ze−βε(p))
 (4.58a)
 N =4π
 h3gV
 ∫ ∞
 0
 p2dp1
 1z e
 βε(p) + 1(4.58b)
 En estas ecuaciones g se llama la degeneracion interna del gas: el numero deestados de partıcula independiente con la misma energıa. Por lo general, parapartıculas no relativistas con spin s, g es el numero de proyecciones independien-tes del spin g(s) = 2s+1. Las ecuaciones (4.58) son validas para cualquier tipode partıcula elemental, cualquiera sea su energıa, aun para el caso relativista.Y tambien se aplica a otros sistemas interesntes como electrones en solidos, endonde ε es una funcion muy complicada del impulso p.
 Las demas funciones termodinamicas pueden hallarse a partir de Z. En par-ticular, la energıa interna puede escribirse en la forma
 E =− ∂
 ∂βlnZ
 =4π
 h3gV
 ∫ ∞
 0
 p2dpε(p)1
 1z e
 βε(p) + 1
 =4π
 h3gV
 ∫ ∞
 0
 p2dpε(p)n(p)
 (4.59)
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 Figura 4.3: Funciones de Fermi no relativistas
 es decir, como la suma de las energıas de las componentes del gas.En el caso particular de un gas no relativista, con ε(p) = p2
 /2m la ecuacion deestado toma una forma similar, aunque algo mas simple, a la del caso bosonico
 P
 kBT=
 1
 λ3Tf5/2(z) (4.60a)
 n =1
 λ3Tf3/2(z) (4.60b)
 en donde hemos introducido las funciones de Fermi no relativistas
 fν(z) = −gν(−z) (4.61)
 La Figura 4.3 las muestra como funciondel parametro de degeneracion η =µ/kBT .
 Para muy altas temperaturas, λT es pequeno y λ3T muy grande. La densidadnumero de partıculas es muy pequena en ese caso y
 λ3Tn = f3/2(z) ' z ¿ 1 (4.62)
 En estas condiciones es facil ver que la ecuacion de estado del gas de Fermise reduce a la de un gas ideal clasico
 PV = nmolRT (4.63)
 tal como en el caso bosonico.
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 Figura 4.4: Distribucion de partıculas en el cero absoluto.
 4.4.2. El estado fundamental
 Por el contrario, el lımite de bajas temperaturas es muy diferente del de ungas de Bose. En este caso, el gas se llama completamente degenerado. CuandoT → 0, β → ∞, la expresion para los numeros de ocupacion n(p) es singu-lar. Para hacer mas preciso el lımite, expresemos la fugacidad en funcion delpotencial quımico
 z = eβµ (4.64)
 Es facil probar, entonces que
 n(p) =1
 eβ(ε(p)−µ) + 1→
 1 ε(p) < εF = µ
 0 ε(p) < εF(4.65)
 La Figura 4.4 muestra graficamente la distribucion (4.65). Un punto impor-tante es que el potencial quımico debe ajustarse de manera que se satisfaga lacondicion (4.58) sobre el numero de partıculas. Esta tiene una forma sencilla enel cero absoluto
 N =4π
 3
 (pFh
 )3
 V g(s) (4.66)
 en donde pF es el impulso correspondiente a la energıa de Fermi
 εF = ε(pF ) (4.67)
 La interpretacion de estas ecuaciones es obvia: en el espacio de los impulsosel gas de partıculas ocupa una esfera de radio pF . Este volumen recibe el nombrepintoresco de mar de Fermi.
 En el cero absoluto, el gas tiene una presion no nula. Esta no se puede calculardirectamente debido al comportamiento singular de la distribucion, pero es muysencillo obtener una expresion analıtica comoda para calcular. Integrando por
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partes
 βP =4π
 h3g
 ∫ ∞
 0
 p2dp ln(
 1 + ze−βε(p))
 =4π
 h3g
 ∫ ∞
 0
 p3
 3
 11z e
 βε(p) + 1β
 (
 d ε
 d p
 )
 dp
 y finalmente llegamos a la expresion
 P =1
 3
 ∫ ∞
 0
 n(p)pvρ(p)dp (4.68)
 en donde hemos introducido la densidad de estados por intervalo de impulsosρ(p) = 4πp2/h3 y la velocidad de grupo de la partıcula
 v =
 (
 d ε
 d p
 )
 (4.69)
 La interpretacion fısica de (4.68) es interesante: la cantidad n(p)ρ(p) es ladensidad numero de partıculas con impulsos comprendidos entre p y p + dp,mientras que pv es la fuerza por unidad de superficie ejercida por una partıcula.
 De la misma manera, hay una energıa no nula a temperatura cero (llamada“energıa de punto cero”) aunque la entropıa del gas es cero, en acuerdo con latercera ley.
 Todos estos fenomenos son manifestaciones del principio de Pauli: solo puedehaber un numero pequeno de fermiones g en el estado de partıcula independienteε = 0 y los demas tienen que arreglarse como puedan en estados con ε > 0. Porlo tanto, hay una energıa de punto cero a la que contribuyen todos los fermionesy tambien un impulso medio no nulo, que genera la presion en el cero absoluto.
 Las expresiones analıticas para un gas ideal de fermiones se pueden calcularen formadirecta a partir de las ecuaciones anteriores
 n = g4π
 3λ−3C x3 (4.70a)
 P = gmc2π
 6λ−3C f(x) (4.70b)
 u = gmc2π
 6λ−3C g(x) (4.70c)
 en donde
 x =pFmc
 (4.71a)
 λC =h
 mc(4.71b)
 f(x) = x(2x2 − 3)√
 x2 + 1 + 3 argsinhx (4.71c)
 g(x) = 8x3(
 √
 x2 + 1− 1)
 − f(x) (4.71d)
 Las expresiones analıticas para las funciones termodinamicas de un gas deFermi son especialmente simples en los casos no relativista y ultrarelativista. LaTabla 4.1 muestra el comportamiento de las funciones termodinamicas en estoscasos.
 73

Page 75
                        

Caso x f(x) g(x) P (n) P/U
 No Relativista (NR) x→ 0 85x
 5 125 x
 5 120
 (
 3π
 )2/3g h2
 2mn2/3 2
 3
 Ultrarelativista (UR) x→∞ 2x4 6x4(
 3π
 )1/3g hc16n
 1/3 13
 Cuadro 4.1: Comportamientos lımite del gas de Fermi totalmente degenerado.
 PSfrag replacements
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 Figura 4.5: Distribucion de partıculas a pequenas temperaturas.
 4.4.3. Pequenas temperaturas
 Cuando la temperatura es pequena comparada con el potencial quımico, esposible hallar analıticamente las correcciones al estado fundamental (4.70). Estose debe a que en ese caso cualquier funcion termodinamica F (z) puede escribirseen la forma
 F (z) =
 ∫ ∞
 0
 φ(ε)dε1z e
 βε + 1(4.72)
 en donde φ(ε) es una funcion que varıa suavemente cerca de la superficie de Fer-mi, mientras que el numero de ocupacion tiene un salto brutal en ese intervalo.De hecho, n(ε) difiere muy poco de una funcion de Heaveside mientras que suderivada difiere muy poco de una delta de Dirac, lo que permite la evaluacionde integrales del tipo de (4.72).
 Hagamos el cambio de variables
 ε = εF + kBT (4.73)
 que “centra y normaliza” la variable de integracion. Entonces (4.72) se escribe
 F (z) = kBT
 ∫ ∞
 −βεF
 φ(εF + kBTx)dx
 ex + 1
 o tambien,
 βF (z) =
 ∫ βεF
 0
 φ(εF − kBTx)dxe−x + 1
 +
 ∫ ∞
 0
 φ(εF + kBTx)dx
 ex + 1
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y finalmente, reordenando los integrandos
 F (z) =kBT
 ∫ βεF
 0
 φ(εF − kBTx)dx
 +
 ∫ ∞
 0
 φ(εF + kBTx)− φ(εF − kBTx)ex + 1
 dx
 (4.74)
 El primer termino es el valor de la integral a T = 0. El segundo se evaluadesarrollando en serie en la cantidad pequena kBTx e integrando el resultado
 F (z) =
 ∫ βεF
 0
 φ(ε)dε+ 2(kBT )2φ′(εF )
 ∫ ∞
 0
 xdx
 ex + 1
 = F (T = 0) +π2
 6(kBT )
 2φ′(εF ) (4.75)
 Apliquemos estas ecuaciones para hallar las funciones termodinamicas de ungas de fermiones no relativista, con g = 2. Hallamos
 P = P0(εF ) +
 √2m3εF6~3
 (kBT )2V (4.76a)
 N = N0 +
 √
 m3
 2εF
 (kBT )2
 6~3V (4.76b)
 En primer lugar, evaluamos la correccion a la energıa de Fermi εF con latemperatura. Como
 N0 =8π
 3
 (√2mεF~2
 )3
 V (4.77)
 encontramos, con suficiente aproximacion
 εF = εF0
 [
 1− π2
 12
 (
 (kBT )2
 εF0
 )2]
 (4.78)
 Sustituyendo en (4.76) hallamos la correccion a la presion
 P = P0
 [
 1 +5π2
 12
 (
 (kBT )2
 εF0
 )2]
 (4.79)
 a la energıa interna
 U =3
 2P = U0
 [
 1 +5π2
 12
 (
 (kBT )2
 εF0
 )2]
 (4.80)
 y finalmente al calor especıfico
 CV =
 (
 ∂U
 ∂T
 )
 V
 =5
 6π2U0
 (
 (kB)2
 εF0
 )2
 T (4.81)
 Esta ecuacion es muy importante, pues permite comparar teorıa con expe-rimento: el calor especıfico electronico crece linelamente con la temperatura.
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 Figura 4.6: Calor especıfico de un gas de electrones.
 Los electrones en un metal se pueden aproximar como un gas de Fermi norelativista sumamente degenerado, con una masa efectiva mef ≈ me. El calorespecıfico total del metal es la suma del calor especıfico electronico (4.81) mas elcalor especıfico de la red de iones, que es proporcional al cubo de la temperatura
 CV = γT +DT 3 (4.82)
 La Figura 4.6 muestra esquematicamente la prediccion de la teorıa, quepuede compararse con el experimento. El unico parametro de la teorıa es lamasa efectiva del electron y el acuerdo entre teorıa y experimento es muy bueno,si se tiene en cuenta la gran cantidad de simplificaciones realizadas. La Tabla4.2 muestra los parametros que describen correctamente el gas de electrones enmetales tıpicos.
 El excelente acuerdo entre teorıa y experimento garantiza (hata cierto punto)la aplicabilidad de la teorıa del gas de Fermi a contextos astrofısicos.
 Problemas 4.4
 Problema 4.4.1 (Entropıa de un gas de Fermi).Expresar la entropıa de un gas de Fermi como funcion de la temperatura.
 Problema 4.4.2 (Gas de Fermi completamente degenerado).Demostrar las ecuaciones (4.70). Discutir los lımites de la Tabla 4.1.
 Problema 4.4.3 (Gas de neutrinos).Para un gas de fermiones con potencial quımico nulo, el numero medio departıculas en un estado de impulso p esta dado por
 〈n〉 (p) = 1
 ecpkBT + 1
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Na Cu Zn Al PbVal 1 1 2 3 4n0 1022 cm−3 2.65 8.45 13.10 18.06 13.20kF 108 cm−1 0.92 1.36 1.57 1.75 1.57εF eV 3.23 7.00 9.39 11.63 9.37ΘF 104 K 3.75 8.12 10.90 13.49 10.87m?
 me1.26 1.38 0.85 1.48 1.97
 Cuadro 4.2: Parametros del gas de Fermi en metales tıpicos
 Mostrar que las propiedades termodinamicas de dicho gas son proporcionales alas integrales basicas
 ∫ ∞
 0
 xz−1dx
 ex + 1=(
 1− 21−z)
 Γ(z)ζ(z) (4.83)
 Problema 4.4.4 (Gas ultrarrelativista a bajas temperaturas).Hallar las correcciones para pequenas temperaturas de un gas ultrarrelativistakBT/mc2 À 1, pero a bajas temperaturas (kBT )/εF ¿ 1.
 Notas bibliograficas
 El tratamiento de las estadısticas cuanticas sigue principalmente el excelentelibro de Huang [67]. Tambien las referencias [78, 103] tienen buenos tratamientosdel tema.
 Las referencias [34, 35, 70] tratan aplicaciones astrofısicas de las estadısticascuanticas, incluyendo tablas de las funciones de Fermi.
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Capıtulo 5
 Las ecuaciones deestructura
 La estructura de una estrella esta determinada por las ecuaciones de estruc-tura, que interconectan las ecuaciones de (cuasi) equilibrio mecanico, termicoy quımico. Estas ecuaciones pueden dividirse, groseramente, en dos grupos: lasleyes de conservacion y las relaciones constitutivas. Las primeras incluyen lasleyes basicas de la mecanica newtoniana (conservacion de la masa, impulso yenergıa) mientras que el segundo grupo incluye las ecuaciones que describen lamateria estelar (ecuacion de estado, composicion quımica) y la produccion ytransporte de energıa.
 5.1. Las leyes de conservacion
 El grupo de leyes de conservacion que nos interesa son las que estan aso-ciadas a la invarianza de Galileo de la teorıa. Como tales, son extremadamentegenerales y aplicables esencialmente a cualquier sistema fısico no relativista. Lasgeneralizaciones relativistas (conservacion del numero de partıculas y del tensorenergıa-impulso) se necesitan unicamente para tratar sistemas muy excepciona-les: estrellas de neutrones y agujeros negros.
 5.1.1. Conservacion de la masa
 La ley de conservacion mejor verificada en un sistema no relativista es lade conservacion de la masa. Una cota superior a una violacion de la ley deconservacion de la masa puede hallarse a partir de las medidas de la vida mediadel proton, ya que la mayor parte de la masa de un sistema fısico se debe a losnucleones que lo forman. Sabiendo que [59]
 τN > 1,6× 1025 a (5.1)
 hallamos∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 M
 M
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 < 6× 10−26 a−1 (5.2)
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PSfrag replacements
 j
 V
 Figura 5.1: Expresion de una ley de conservacion.
 Estas desigualdades garantizan que la masa (o el numero de bariones, enel caso relativista) pueden tratarse como cantidades conservadas en los meros1,5× 1010 a de edad del Universo.
 Para escribir la ley de conservacion de la masa, consideremos un volumen decontrol V y escribamos que el cambio de la masa total se debe unicamente a lacorriente de masa J a traves de la superficie (Figura 5.1)
 dM
 d t= −J (5.3)
 El procedimiento para pasar de la ley de conservacion integral (5.3) a unaley local consiste en introducir las densidades de masa y de corriente
 M =
 ∫
 V
 ρ(r, t)dV (5.4a)
 I =
 ∫
 S=∂V
 jm · dσ (5.4b)
 j = ρv (5.4c)
 en la ley de conservacion 5.3
 d
 d t
 ∫
 V
 ρ(r, t)dV = −∫
 S=∂V
 j · dσ (5.5)
 y aplicar el teorema de Gauss a la ecuacion resultante para hallar la forma usualde la ley de conservacion
 ∂ρ
 ∂t+∇ · ρv = 0 (5.6)
 Esta importante igualdad se llama la ecuacion de continuidad.
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5.1.2. Conservacion del impulso
 La ley de conservacion del impulso es consecuencia de la invarianza de Lo-rentz de la naturaleza y una forma de verificar su validez es constrastar lainvarianza bajo tranformaciones de Lorentz. Una de las maneras de hacerlo esbuscar sutiles efectos atomicos que dependan del movimiento de nuestro sistemade referencia respecto de algun “eter” (representado por un sistema de referen-cia en reposo respecto del Fondo Cosmico de Radiacion). Los experimentos de“viento de eter” muestran que la naturaleza es invariante bajo trasformacionesde Lorentz con una precision mejor que una parte en 1028 [104].
 La expresion de la ley de conservacion del impulso puede hallarse en formasimilar a la de la masa. El impulso total del fluido en el volumen de control Ves
 p =
 ∫
 V
 ρvdV (5.7)
 mientras que la corriente de impulso que atraviesa la pared sera
 Ip =
 ∫
 S
 vjm · dσ (5.8)
 que es igual al impulso transportado por la corriente de masa. Si F es la fuerzatotal sobre el volumen de control, la 2a ley de Newton se escribe en la forma
 F =d
 d t
 [∫
 V
 ρvdV +
 ∫
 S
 vjm · dσ
 ]
 =
 ∫
 V
 ρ∂v
 ∂tdV (5.9)
 en donde hemos usado la ecuacion de continuidad (5.6) para pasar a la segundaforma.
 Por otra parte, la fuerza sobre el elemento de volumen tiene dos componentes:las fuerzas externas (principalmente la gravitacion, en el caso estelar) y lasfuerzas internas. Por el principio de accion y reaccion, estas ultimas se anulanen el interior del fluido y solo queda la contribucion superficial. Si llamamos Πal tensor de esfuerzos del sistema, las fuerzas internas pueden representarse enla forma
 Fi =
 ∫
 S
 Π · dσ (5.10)
 mientras que las externas se representan como la integral sobre el volumen dela densidad de fuerza externa f .
 Para lo que sigue, es necesario trabajar en coordenadas cartesianas con unasola de las componentes vectoriales. Combinando las ecuaciones anteriores ha-llamos
 ∫
 V
 ρd vid t
 dV = −∫
 S=∂V
 Πikdσk +
 ∫
 V
 fidV (5.11)
 En forma analoga al caso de la masa, se pasa a la forma diferencial delsistema que, en notacion de componentes, se escribe
 ρd vid t
 = −∂kΠik + fi (5.12)
 La estructura del tensor de esfuerzos depende del material, pero para losfluidos de interes en la teorıa de interiores estelares, la componente principal esla presion
 Πik = Pδik (5.13)
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y la unica fuerza externa presente es la gravitacion, de modo que
 ρdv
 d t= −∇P + ρg (5.14)
 Esta es la forma de la ecuacion util en la teorıa de interiores estelares. Lasimplificaremos aun mas en lo que sigue.
 5.1.3. Conservacion de la energıa
 La conservacion de la energıa es la ley de conservacion mas importante ymejor verificada en la naturaleza, no tanto por la precision de los resultados,como por la multitud de consecuencias bien confimadas.
 Si E es la energıa total del volumen de control, la descomponemos en energıacinetica Ec, energıa potencial de las fuerzas externas Φ y energıa interna ter-modinamica U
 E = Ec +Φ+ U (5.15)
 Sea e la energıa por unidad de masa (energıa molar) del fluido. El cambiototal de la energıa tiene varias contribuciones
 1. El transporte de energıa por conveccion a traves de la pared del volumende control
 Ic = −∫
 S
 ρev · dσ
 2. La corriente de calor q a traves de la superficie
 IQ = −∫
 S
 q · dσ
 3. La potencia generada por las fuerzas internas
 Wi =
 ∫
 S
 v ·Π · dσ
 que solo contribuye con terminos de superficie, por el principio de acciony reaccion.
 4. La produccion de calor interna por procesos irreversibles
 ∆Q =
 ∫
 V
 qdV
 Supondremos que las fuerzas externas son conservativas y por lo tanto eltrabajo realizado por las fuerzas externas cuenta como cambio de la energıapotencial Φ. combinando las contribuciones anteriores encontramos como ex-presion integral para el balance de energıa
 d
 d t
 ∫
 V
 eρdV +
 ∫
 S
 ρev · dσ = −IQ +Wi +∆Q (5.16)
 En el caso astrofısico, el tensor de esfuerzos se reduce a la presion y la ecua-cion se simplifica. Aplicando el teorema de Gauss y la ecuacion de continuidadhallamos la forma diferencial de la ley de conservacion de la energıa
 ρd e
 d t= −∇ · q −∇ · (Pv) + q (5.17)
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Una forma simplificada de la ecuacion anterior la hallamos sustrayendo laconservacion de la energıa mecanica o teorema de Bernoulli. En forma diferencial
 ρd 12v
 2 +Φ
 d =− v · ∇P (5.18)
 Sustrayendo de (5.17) hallamos una segunda forma de la ley de conservacionde la energıa
 ρd u
 d t= −P∇ · v −∇ · q + q (5.19)
 que es sumamente util en interiores estelares.
 Problemas 5.1
 Problema 5.1.1 (Fuerza sobre una placa).Determinar la fuerza que ejerce un chorro de agua con velocidad V que golpeacontra una lamina formando un angulo θ.
 Problema 5.1.2 (Tubo convergente).Un tubo de diametro D1 que lleva agua reduce su seccion linealmente duranteuna distancia L hasta otro diametro D2. Calcular la aceleracion del fluido a lolargo del tubo.
 5.2. Ecuaciones de estructura estelar
 Las ecuaciones de estructura estelar se obtienen aplicando las leyes del movi-miento a la materia estelar. Hay varias simplificaciones importantes en sistemasestelares
 1. La simetrıa esferica: Las estrellas son esferas casi perfectas, perturbadassolamente por su rotacion o por la proximidad de una companera. Las com-plejas ecuaciones diferenciales de la Seccion 5.1 se simplifican enormementecuando se trabaja en una dimension espacial. Los pequenos apartamientosde la esfericidad pueden tratarse, en principio, perturbativamente.
 2. Comportamiento cuasi estatico: Durante la mayor parte de su existencia,las estrellas se comportan como objetos cuasiestaticos: las aceleracionesson despreciables en las leyes de conservacion.
 Enunciaremos, pues, las ecuaciones de estructura en simetrıa esferica primeroy luego impondremos la condicion de cuasiequilibrio.
 5.2.1. Conservacion de la masa y variables lagrangeanas
 Comencemos por la ecuacion de conservacion de la masa (5.6), que en coor-denadas esfericas se escribe
 1
 r2∂
 ∂r(r2ρv) +
 ∂ρ
 ∂t= 0 (5.20)
 En condiciones cuasiestaticas v ∼ 0 esta ecuacion se reduce a la condiciontrivial de que la densidad es independiente del tiempo. Pero esta misma condi-cion nos permite hacer un truco muy importante. La masa encerrada en un radio
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dado r es independiente del tiempo y se puede usar como variable independienteen lugar de r. En efecto
 m(r) = 4π
 ∫ r
 0
 r2ρ(r) dr (5.21)
 es una funcion creciente de r y el cambio de variables es regular.Una variable que siga el movimiento de un elemento de masa de un fluido
 a lo largo del tiempo se llama unavariable lagrangeana. La masa lo es y defineun sistema de referencia particular, el sistema de referencia comovil, que no esinercial pero al que pueden referirse las ecuaciones de movimiento, incluso en elcaso general. El sistema comovil tiene numerosas ventajas en evolucion estelar,ya que durante la mayor parte de su vida la estrella es cuasiestatica.
 Conviene escribir (5.21) en forma diferencial
 d r
 dm=
 1
 4πr2ρ(5.22)
 como la ecuacion que define el radio en funcion de la masa encerrada.
 5.2.2. Conservacion del impulso y equilibrio hidrostatico
 La ecuacion de conservacion del impulso en coordenadas esfericas toma laforma
 ∂v
 ∂t+ v
 ∂v
 ∂t= −1
 ρ
 ∂P
 ∂r− ∂Φ
 ∂r(5.23)
 en donde hemos escrito explıcitamente la aceleracion de la partıcula en un puntofijo.
 En condiciones cuasiestaticas, la ecuacion (5.23) se tranforma en la ecuacionde equilibrio hdrostatico
 dP
 d r= −Gm(r)ρ(r)
 r2(5.24)
 que es la que describe el equilibrio mecanico durante la mayor parte de la evo-lucion estelar.
 Es importante transformas la ecuacion (5.24) a variables lagrangeanas, usan-do la ecuacion (5.22)
 dP
 dm= − Gm
 4πr4(m)(5.25)
 que es mas conveniente para trabajar numericamente.
 5.2.3. Luminosidad
 El transporte de energıa en las estrellas esta dominado por varios mecanis-mos, que discutiremos mas adelante, que definen la corriente de energıa de laestrella. El flujo total de energıa a traves de una superficie de radio r, es decir,la potencia que la atraviesa, se llama la luminosidad bolometrica L(r)
 L(r) = 4πr2q (5.26)
 en donde q es la corriente de energıa que, por simetrıa esferica, debe ser pura-mente radial.
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Como ya mencionamos (Seccion 5.1.3), la corriente de energıa tiene muchascontribuciones diferentes y todas ellas van a contribuir al transporte dentro dela estrella. La forma de la corriente de energıa como funcion de las variablestermodinamicas se analiza en la Seccion 7.
 En general, la corriente efectiva q puede escribirse en la forma
 q = − 4ac
 3κρT 3∇ad (5.27)
 en donde ∇ad puede interpretarse como un gradiente efectivo total de energıa,mientras que el gradiente de temperatura ∇ se escribe
 d T
 d r=
 34ac
 κρT 3
 L(r)4πr2 (radiativo)
 (
 1− 1γ
 )
 TP
 dPd r convectivo
 (5.28)
 en los casos extremos en que el transporte de energıa es puramente radiativo opuramente convectivo.
 5.2.4. Balance de energıa
 Nuestra ultima ecuacion la obtenemos de (5.19), pasando a coordenadasesfericas y utilizando la definicion de luminosidad (5.26)
 ∂L
 ∂r= 4πr2q − 4πr2ρ
 d u
 d t− 4πP
 ∂r2v
 ∂r(5.29)
 Los dos ultimos terminos de (5.29) representan la produccion de calor porunidad de volumen en el gas
 qg = −Tρ∂s∂t
 = −CV ρ∂T
 ∂t(5.30)
 En condiciones cuasiestacionarias los dos ultimos terminos se anulan y laecuacion se simplifica a
 dL
 d r= 4πr2q (5.31)
 En condiciones usuales, q tiene una unica contribucion importante: la pro-duccion de energıa nuclear por unidad de volumen q = ρε, que discutiremos masadelante.
 Problemas 5.2
 Problema 5.2.1 (Variables lagrangeanas).Tranformar las ecuaciones (5.29) y (5.31) a variables lagrangeanas.
 5.3. El teorema virial
 Una gran cantidad de informacion sobre la estructura estelar puede obtenersea traves de teoremas generales, basados sobre las leyes generales tratadas en lassecciones anteriores. El mas importante de ellos es el teorema virial que conectaentre sı propiedades energeticas generales de un sistema acotado.
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5.3.1. Demostracion del teorema virial
 Demos una demostracion directa del teorema virial, aplicado a un sistemageneral de partıculas. Las ecuaciones de movimiento son
 mid2 rid t2
 = Fi (5.32)
 Multiplicando las ecuaciones (5.32) por ri y sumando hallamos
 ∑
 i
 ri ·d2
 d t2miri =
 ∑
 i
 ri · Fi (5.33)
 El segundo miembro de (5.33) se llama el virial de Clausius.El primer miembro de (5.33) puede escribirse
 ∑
 i
 ri ·d2
 d t2miri =
 ∑
 i
 d
 d tmirivi −
 d
 d t
 ∑
 i
 miv2i (5.34)
 El ultimo termino de la ecuacion es el duplo de la energıa cinetica 2T , demanera que
 d
 d t
 ∑
 i
 mirivi = 2T +∑
 i
 ri · Fi (5.35)
 Consideremos ahora el valor medio temporal de la ecuacion anterior, definidocomo
 1
 T
 ∫ ∞
 0
 d
 d t
 ∑
 i
 mirivi dt = 21
 T
 ∫ ∞
 0
 T (t)dt+1
 T
 ∫ ∞
 0
 ∑
 i
 ri · Fidt (5.36)
 Si el sistema esta acotado, el primer miembro de la ecuacion se anula yobtenemos la forma general del teorema virial
 2T = −∑
 i
 ri · Fi (5.37)
 Una forma mas sencilla del teorema virial se obtiene cuando las fuerzas entrelas partıculas provienen de un potencial que sea una funcion homogenea de gradon de las coordenadas V ∝ rn. En ese caso, aplicando el teorema de Euler paralas funciones homogeneas
 ∑
 i
 ri · Fi = −∑
 i
 ri · ∇iV = −2nV (5.38)
 con lo que hallamos la forma principal del teorema virial
 2T = nV (5.39)
 Esta elegante ecuacion se reduce a la forma
 2T = −V (5.40)
 en el caso del potencial newtoniano, que tiene muchas aplicaciones a la dinamicaestelar.
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Una ultima forma del teorema virial, muy adecuada para estudios de estruc-tura estelar, se obtiene a partir de la ecuacion de equilibrio hidrostatico (5.24).Multiplicando por 4πr3dr e integrando hallamos
 ∫ r
 0
 4πr3dP = −∫ r
 0
 GM(r)
 rdM (5.41)
 e integrando por partes el primer miembro
 4πr3P (r)− 3
 ∫ r
 0
 PdV = −∫ r
 0
 Gm(r)
 rdm (5.42)
 Esta ecuacion es cierta para cualquier esfera de radio centrada en la estrella.Si extendemos la integracion hasta el radio de la misma R
 3
 ∫ R
 0
 PdV =
 ∫ M
 0
 Gm
 rdm (5.43)
 El segundo miembro es la autoenergıa gravitacional de la estrella ΩG. Elprimero, es la energıa interna de la estrella en condiciones adiabaticas.
 5.3.2. La escala temporal de Kelvin-Helmholtz
 Como una aplicacion interesante, consideremos la contaccion de una estrellacuando no hay produccion de energıa. Supondremos que el gas que forma laestrella tiene una ecuacion de estado politropica, es decir, que se satisface
 PdV = (Γ− 1)dU (5.44)
 con Γ un parametro constante. En el caso de un gas ideal momoatomico, Γ =γ = cP/cV = 5/3. En este caso, el teorema virial (5.43) se escribe
 3(Γ− 1)U = −ΩG (5.45)
 La energıa interna de la estrella es igual a la energıa cinetica total, pues enun gas ideal se desprecian las interacciones entre partıculas. Por lo tanto
 ET = U +Ω = −(3Γ− 4)U =3Γ− 4
 3(Γ− 1)Ω (5.46)
 Ahora bien, supongamos que la estrella se contrae, de modo que R → λRcon λ < 1. Si eso ocurre, la energıa gravitacional de la estrella debe cambiar,pues la masa total se conserva pero
 Ω ∼ GM2
 R(5.47)
 y el teorema virial asegura que la energıa total debe cambiar. Esto significa quela estrella debe radiar energıa con una luminosidad
 L =dET
 d t=
 3Γ− 4
 3(Γ− 1)
 dΩ
 d t(5.48)
 La escala de tiempo para irradiar toda la energıa gravitacional es
 τKH =Ω
 L∼ 107 a (5.49)
 Esta escala de tiempo, que corresponde al tiempo de vida de una estrella cuyafuente de energıa sea unicamente la contraccion gravitacional, se llama la escalade tiempo de Kelvin-Helmholtz, en honor a los cientıficos que la establecieron.
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Problemas 5.3
 Problema 5.3.1 (Ecuacion de estado de un gas ideal). 1. Generalizar elteorema virial para incluir el efecto de fuerzas de superficie, en particularla presion.
 2. Aplicarlo a un gas ideal, con fuerzas entre partıculas despreciables, parahallar la ecuacion de estado.
 Problema 5.3.2 (Teorema virial “instantaneo”).Mostrar que la forma instantanea del teorema virial es
 d2 I
 d t2= 2T − V (5.50)
 Problema 5.3.3 (Autoenergıa gravitacional de una politropa). 1. Probarque la auntoenergıa gravitacional de una politropa con parametro Γ es
 Ω = −3(Γ− 1)
 5Γ− 6
 GM2
 R(5.51)
 2. Usando el resultado anterior, y suponiendo Γ = 5/3 estimar mejor la escalaKelvin-Helmholtz.
 3. Lo mismo, con Γ = 3/2.
 5.4. Las condiciones de contorno
 Las ecuaciones de estructura estelar (5.20), (5.23), (5.28) y (5.29) debensuplementarse con condiciones iniciales y de contorno. Dicutiremos aquı estasultimas,mientras que comentaremos brevemente las condiciones iniciales masadelante.
 Obviamente. en el centro de la estrella debe satisfacerse
 M(r) = 0 (5.52a)
 L(r) = 0 (5.52b)
 En la practica, las condiciones de controno se imponen en puntos algo ale-jados del centro y de la superficie, para evitar las singularidades que tienen lasecuaciones fundamentales en dichos puntos. Esto se hace desarrollando en serielas soluciones de las ecuaciones de estructura cerca del centro y de la superficie.En forma independiente del modelo hallamos
 m(r) ' 4πr3
 3ρ0r
 3 (5.53a)
 L(r) ' 4πr3
 3qr3 (5.53b)
 Las ecuaciones anteriores son suficientes para tratar el centro de la estrella,pero las condiciones de contorno en la superficie son algo mas complicadas.
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La posicion de la fotosfera define el radio de la estrella R. Por definiciontambien, la fotosfera es aquella superficie en la cual la profundidad optica es
 ∫ ∞
 R
 κ(r)ρ(r)dr =2
 3(5.54)
 Mas alla de la fotosfera se extiende la atmosfera estelar : una region de grantransparencia, pero de complicada estructura. La teorıa de atmosferas estelares,sin embargo, predice que dados R y L, existe una unica solucion del problemaatmosferico que provee los valores de Pfot y Teff . Estos ultimos valores propor-cionan las condiciones iniciales para la superficie de la estrella
 T (R) = Teff(R,L) (5.55a)
 P (R) = Pfot (5.55b)
 Una forma sencilla de estas ultimas condiciones de contorno puede hallarseobservando que la presion en la fotosfera se debe a la contribucion de las capassuperiores de la atmosfera estelar
 P (R) =
 ∫ ∞
 R
 Gm(r)
 r2ρ(r)dr ' GM
 R
 ∫ ∞
 R
 ρ(r)dr (5.56)
 Si ademas en la definicion de la fotosfera (5.54) aproximamos κ(r) ' κ(R)hallamos
 κ(R)P (R) =2
 3
 GM
 R2(5.57a)
 que junto con la definicion de temperatura efectiva
 L = 4πR2σSBT (R)4 (5.57b)
 proporcionan expresiones analıticas aproximadas para las condiciones de con-torno.
 En muchos casos, es posible reemplazar las condiciones de contorno (5.55)por las condiciones de “fuerza bruta”
 T (R) = 0 (5.58a)
 P (R) = 0 (5.58b)
 Ahora bien, la region cercana a la superficie, llamada la envoltura estelar,actua como un amortiguador que suaviza el efecto de las condiciones de contorno(5.55) o (5.58) en el interior. En efecto, es posible demostrar que en condicionesmuy generales la diferencia entre las condiciones de contorno (5.55) y (5.58) soloinfluye en las capas mas superficiales de la estrella y no afecta el interior.
 Para hacerlo, examinemos el desarrollo en serie de potencias cerca de lasuperficie, que es algo mas complicado. Trataremos el caso en que la envolventees radiativa. Observemos que con buena aproximacion se puede suponer tantom = M como L(r) = L, pues la densidad de las capas superficiales es pequenay la produccion de energıa despreciable. Supongamos, ademas que la presion de
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radiacion es despreciable y que la opacidad κ = κ0PaT b. Con estas hipotesis,
 las ecuaciones de estructura se simplifican cerca de la superficie a la forma
 dP
 d r= −GM
 r2ρ (5.59a)
 P =R
 µρT (5.59b)
 d T
 d r=
 3
 4ac
 κρ
 T 3L
 4πr2(5.59c)
 κ = κ0PaT b (5.59d)
 De las ecuaciones anteriores hallamos
 dP
 dT=
 64πσG
 3κ0
 M
 L
 P a
 T 3−b(5.60)
 cuya solucion general es
 P 1+a − P 1+afot = A
 (
 T 4−b − T 4−beff
 )
 (5.61)
 Observemos, como ejemplo, que si la opacidad en la superficie esta dada porla formula de Kramers, a = 1, b = 7/2, las constantes de integracion se hacendespreciables con pequenos aumentos de la temperatura y presion y cualquiersolucion razonable de la ecuacion converge a la solucion correspondiente a la“fuerza bruta”
 P 1+a = AT 4−b (5.62)
 Usando las ecuaciones anteriores es posible encontrar los primeros terminosde los desarrollos en serie cerca de la superficie.
 La sencilla teorıa que acabamos de esbozar no da cuenta de las muchas com-plicaciones de la teorıa en la region de la envoltura: allı se produce la ionizaciondel hidrogeno y hay complejas transiciones entre el comportamiento radiativo yconvectivo. Pero estas complicaciones casi no influyen en el interior de la estrella.
 Problemas 5.4
 Problema 5.4.1 (m como variable independiente).Formular las condiciones de contorno con m como variable independiente.
 Problema 5.4.2 (Desarrollos en serie en m).Hallar los desarrollos en serie de potencias de m, correspondientes a las condi-ciones de contorno en el centro.
 Problema 5.4.3 (Desarrollo en serie en la superficie).Hallar el primer termino del desarrollo en serie de la presion y la temperatura.
 Problema 5.4.4 (Envoltura convectiva).Estudiar los primeros terminos del desarrollo en serie cuando la envoltura esconvectiva.
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5.5. Estabilidad
 El sistema de ecuaciones de estructura estelar (Seccion 5.2) tiene solucionescuasi-estacionarias que, como veremos, describen adecuadamente los estadosestacionarios de la evolucion estelar. Una preunta importante que se planteaes: ¿Cuales son las condiciones de estabilidad de estas soluciones? Pues de surespuesta depende el analisis de los estados transitorios en la vida de la estrella.
 5.5.1. Las ecuaciones perturbadas
 En primer lugar, examinaremos el efecto de una perturbacion sobre las ecua-ciones de estructura. Escribiremos estas ultimas en la forma
 ∂r
 ∂m=
 1
 4πr2ρ(5.63a)
 ∂P
 ∂m= − Gm
 4πr4− 1
 4πr2∂2r
 ∂t2(5.63b)
 ∂L
 ∂m= ε− T ∂S
 ∂t(5.63c)
 ∂T
 ∂m= − GmT
 4πr4P∇ (5.63d)
 Una solucion es estacionaria si
 ∂2r
 ∂t2≈ 0 T
 ∂S
 ∂t≈ 0 (5.64)
 Queremos examinar la estabilidad de la solucion estacionaria del sistema(5.63), r0(m), P0(m), L0(m), T0(m) respecto de pequenas perturbaciones. Su-pondremos que los apartamientos relativos son pequenos respecto de la unidad,de modo que sus cuadrados puedan despreciarse, y que las perturbaciones sonoscilaciones armonicas. Con estas suposiciones, la forma de las variables pertur-badas es
 r(m, t) = r0(m)(
 1 + ξ(m)e−iωt)
 (5.65a)
 P (m, t) = P0(m)(
 1 +$(m)e−iωt)
 (5.65b)
 L(m, t) = L0(m)(
 1 + λ(m)e−iωt)
 (5.65c)
 T (m, t) = T0(m)(
 1 + θ(m)e−iωt)
 (5.65d)
 Sustituyamos las variables perturbadas en (5.63) y desarrollemos hasta termi-nos lineales en las perturbaciones. Obtenemos, por ejemplo
 ∂r(m, t)
 ∂m= r′0
 (
 1 + ξ(m)e−iωt)
 + r0ξ′e−iωt
 1
 r2(m, t)=
 1
 r20
 (
 1− 2ξ(m)e−iωt)
 ρ(m, t) =ρ0 +
 [(
 ∂ρ0∂P
 )
 T
 P0$ +
 (
 ∂ρ0∂T
 )
 P
 T0 θ
 ]
 e−iωt
 =ρ0(m)[
 1 + (α$ − δθ) e−iωt]
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Ecuacion de estado Produccion OpacidadSistema α δ γ ∇ad Reac. εT εP σ κT κPGas ideal 1 1 5
 325 pp ∼ 3,5 1 Th 0 0
 Fermiones NR 35 0 5
 3 CNO ∼ 11 1 bf −4,5 1Fermiones UR 3
 4 0 43 3α 16,5 2 ff −4,5 1
 Cuadro 5.1: Parametros de la forma diferencial de las ecuaciones constitutivas
 que sustituidas en (5.63a) dean la ecuacion linearizada
 ξ′ = − 1
 4πr30ρ0(3ξ + α$ − δθ) (5.66a)
 De la misma manera
 $′ = −P′0
 P0
 [
 $ +
 (
 4 +r30Gm
 ω2)
 ξ
 ]
 (5.66b)
 λ′ = − ε0λ0
 (λ− εP$ − εT θ) + iωP0δ
 l0ρ0
 (
 θ
 ∇ad−$
 )
 (5.66c)
 θ′ =P ′0P0∇rad[κP$ + (κT − 4)θ + λ− 4ξ] (5.66d)
 en donde hemos introducido la notacion abreviada
 α =P
 ρ
 (
 ∂ρ
 ∂P
 )
 T
 δ = −Tρ
 (
 ∂ρ
 ∂T
 )
 P
 (5.67a)
 ∇ad =P
 T
 (
 ∂T
 ∂P
 )
 S
 γad =ρ
 P
 (
 ∂P
 ∂ρ
 )
 S
 (5.67b)
 εT =T
 ε
 (
 ∂ε
 ∂T
 )
 P
 εP =P
 ε
 (
 ∂ε
 ∂P
 )
 T
 (5.67c)
 κT =T
 κ
 (
 ∂κ
 ∂T
 )
 P
 κP =P
 κ
 (
 ∂κ
 ∂P
 )
 T
 (5.67d)
 para poder escribir las ecuaciones constitutivas en forma diferencial
 dρ
 ρ= α
 dP
 P− δ dT
 T(5.68a)
 dε
 ε= εT
 dT
 T+ εP
 dP
 P(5.68b)
 dκ
 κ= κT
 dT
 T+ κP
 dP
 P(5.68c)
 La Tabla 5.1 muestra algunos de los parametros constitutivos para situacio-nes tıpicas en interiores estelares.
 Estamos ahora en condiciones de discutir la estabilidad de un modelo estelar.Examinaremos, en primer lugar, la estabilidad dinamica del modelo: es decir quese mantenga el estado cuasi estacionario respecto de la transferencia de impulso,y luego la estabilidad termica: el equilibrio respecto de la produccion de energıa.Finalmente, en la Seccion 7.3, la estabilidad respecto del transporte de energıa.
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5.5.2. Estabilidad dinamica
 Una simplificacion importante del sistema (5.66) proviene de que la escalade tiempo hidrodinamica τhd ¿ τrmth. Por lo tanto, en primera aproximacionlas ecuaciones (5.66a) y (5.66b) se desacoplan de las otras dos (5.66c) y (5.66d).Durante un tiempo del orden de τhd, debe cumplirse
 λ′ ≈ 0 θ ≈ ∇ad$ (5.69)
 Se obtiene ası un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales homogeneasacopladas, que deben satisfacer condiciones de contorno apropiadas en la super-ficie y en el centro de la configuracion estelar
 $′ = −P′0
 P0
 [
 $ +
 (
 4 +r30Gm
 ω2)
 ξ
 ]
 (5.70a)
 ξ′ = − 1
 4πr30ρ0
 (
 3ξ +1
 γad$
 )
 (5.70b)
 Estas ecuaciones definen un problema de Sturm-Liouville, con infinitos autova-lores ω2n. Si todos los autovalores son positivos, el sistema es dinamicamenteestable respecto de pequenas perturbaciones. En este caso, la estrella ejecu-ta pequenas oscilaciones alrededor de la configuracion de equilibrio: son laspulsaciones estelares. Pero si alguno de los ω2n < 0, las perturbaciones (5.65)se apartan exponencialmente de la configuracion de equilibrio y el sistema esdinamicamente inestable.
 Es facil ver que una condicion necesaria para que el sistema sea estable esque el autovalor mas bajo de la ecuacion sea positivo. Como los autovaloresde un problema de Sturm-Liouville son reales, solo pueden hacerse negativoscruzando el cero, y para una variacion continua de la configuracion, el primeroque se hace negativo es el autovalor mas bajo.
 Ahora bien, podemos examinar el signo del autovalor mas bajo (que corres-ponde al modo fundamental de oscilacion) mediante un argumento muy simple.Examinemos una perturbacion adiabatica y homologica. Esta ultima condicionsignifica que todas las magnitudes fısicas se multiplican por factores constantesy por lo tanto ξ′ = $′ = 0. Sustituyendo en (5.70) encontramos la solucion
 r30Gm
 ω2 = 3γad − 4 (5.71)
 que implica la condicion de estabilidad dinamica
 γad >4
 3(5.72)
 La condicion anterior puede demostrarse en forma generfal con un analisisalgo mas riguroso de las soluciones de (5.70).
 ¿Cuando puede producirse tal inestabilidad? Por lo general, cuando haygrados de libertad internos que se exciten por la accion de la radiacion o de loschoques, tal como un sistema de moleculas de hidrogeno que pueden disociarse,absorbiendo energıa del sistema a volumen constante. En este caso la energıacinetica media de las moleculas puede disminuir, produciendo una caıda depresion. Como consecuencia, el calor especıfico a volumen constante aumentamucho, y como cP − cV ∼ R, la cantidad Γ1 = γad se hace pequeno.
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5.5.3. Estabilidad termica
 Examinemos ahora la estabilidad termica de la configuracion. Esta se alterapor la inyeccion de energıa a traves de las reacciones nucleares, que son impor-tantes cerca del centro de la estrella. Podemos aprovechar esta circunstanciapara hacer varias simplificaciones importantes en el analisis.
 Ante todo, la escala de tiempo caracterıstica de los fenomenos termicos esmuy larga comparada con la escala hidrodinamica y por lo tanto podemos des-preciar ω2 en la ecuacion (5.66b). El sistema resultante es nuevamente un pro-blema lineal homogeneo, con autovalor ω, pero ya no es mas un problema deSturm-Liuoville. Sus autovalores van a ser en general complejos y la condicionde estabilidad sera
 Imω ≤ 0 (5.73)
 Nuevamente, es posible analizar en forma sencilla la estabilidad termica delsistema examinando una perturbacion homologica
 ξ′ = $′ = λ′ = θ′ = 0 (5.74)
 Con esta simplificacion, es posible expresar las fluctuaciones mecanicas enfuncion de la fluctuacion de temperatura, usando las dos primeras ecuaciones(5.70)
 $ = −4ξ = 4δ
 4α− 3θ (5.75)
 Introduciendo (5.75) en las dos ultimas ecuaciones (5.70) hallamos
 λ =
 (
 4− κT − (κP + 1)4δ
 4α− 3
 )
 θ (5.76)
 iωP0δ
 ρ0
 c∗
 cP∇ad= ε0
 [
 4− κT − εT −4δ
 4α− 3(κP + εP + 1)
 ]
 (5.77)
 en donde hemos introducido el calor especıfico gravitermico
 c∗
 cP= 1−∇ad
 4δ
 4α− 3(5.78)
 Esta importante cantidad mide la cantidad de calor anadida en el centro dela estrella por una fluctuacion homologica. Su valor en dos casos tıpicos es
 c∗ = cP
 − 35 gas ideal
 +1 fermiones degeberados NR(5.79)
 El autovalor ω es imaginario puro. Llamando iω = σ
 σ =ε0ρ0P0δ
 cPc∗∇ad
 [
 4− κT − εT −4δ
 4α− 3(κP + εP + 1)
 ]
 (5.80)
 y la condicion de estabilidad es, usando las definiciones (5.65), σ > 0. Para ungas ideal, con una contribucion pequena de radiacion
 4δ
 4α− 3' 4 (5.81)
 σ ' ε0ρ0P0
 2
 3[εT + κT + 4(εP + κP )] (5.82)
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y por lo tanto la solucion es estable. Por el contrario, si alguna reaccion nu-clear exotermica εT > κT se produce en un sistema dominado por electronesdegenerados
 c∗ > 0 ⇒ σ < 0 (5.83)
 y la configuracion se hace inestable.
 Notas bibliograficas
 Las ecuaciones teoricas de la dinamica de fluidos estan tratadas en numerososlibros de texto, entre ellos los de las referencias [102, 77, 68].
 Las ecuaciones de estructura estelar han sido expuestas en muchas referen-cias, tales como [34, 98, 35, 70].
 El teorema virial es un sencillo resultado en la mecanica clasica [88, 58, 75] ytiene muchas aplicaciones a la dinamica estelar y a la mecanica estadıstica. Lademostracion de Landau [75] es muy interesante, pues lo conecta con la simetrıade escala de la teorıa.
 Las referencias [98, 35, 70] exponen brevemente la formulacion de las condi-ciones de contorno. La referencia [34] trae una teorıa analıtica detallada de laenvolvente de una estrella, sin tener en cuenta las complicaciones que traen laionizacion del hidrogeno y la transicion de radiacion a conveccion.
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Capıtulo 6
 Politropas
 Existe un conjunto de modelos estelares, algunos de los cuales datan de lostiempos heroicos de la teorıa, que no necesitan especificar fuentes de energıa uopacidades. Estos modelos se basan sobre la nocion de transformacion politropa,o simplemente politropas.
 La teorıa de las politropas ha sido desarrollada en detalle y profundidad, yaun hay muchas publicaciones sobre el tema. Los modelos estelares politropi-cos, aunque limitados, dan explicaciones sencillas sobre problemas complejos eimportantes.
 6.1. Modelos politropicos
 Una transformacion politropa es una en la cual la presion es proporcional auna potencia de la densidad
 p = Kργ′
 (6.1)
 en donde γ′ es un parametro que caracteriza a la transformacion.
 6.1.1. Propiedades termidinamicas
 Es costumbre introducir el ındice politropico
 n =1
 γ′ − 1(6.2)
 como parametro caracterıstico de la transformacion.En el caso de un gas ideal, podemos hallar relaciones que conectan presion
 y volumen con la temperatura. Por la primera ley
 cV dT = c dT − p dV (6.3)
 de donde deducimosTV γ′−1 = Θn = const. (6.4)
 en donde Θn es otro parametro (llamado la “temperatura politropica”) quedescribe la politropa particular.
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Las transformaciones politropas se pueden describir con un parametro θ quese define a traves de la ecuacion
 ρ = λθn (6.5)
 y λ es un factor de normalizacion que elegiremos convenientemente. Para un gasideal
 T = λ1nΘnθ (6.6a)
 P = Rλn+1n Θnθ
 n+1 (6.6b)
 Estas sencillas relaciones son todo lo que necesitamos para describir confi-guraciones estelares politropicas.
 6.1.2. La ecuacion de Lane-Emden
 Como lo muestran las ecuaciones (6.5) y (6.6), el estado termodinamico deun gas politropico queda completamente determinado por la variable θ, y porlo tanto las ecuaciones de la energıa no son necesarias para describirlas. Esto esuna simplificacion muy importante de la teorıa.
 En la ecuacion de equilibrio hidrostatico (5.24), eliminemos m(r) con ladefinicion (5.21). De este modo, hallamos la ecuacion equivalente
 1
 r2d
 d r
 [
 r2
 ρ(r)
 dP (r)
 d r
 ]
 = −4πGρ(r) (6.7)
 Esta ecuacion no es otra cosa que la ecuacion de Poisson expresada en termi-nos de las variables materiales ρ, P . Pero ahora sustituyamos en (6.7) la ecuacionpolitropica (6.1) y la definicion (6.5), y hagamos el cambio de variables
 r = aξ (6.8)
 con a un parametro ajustable, como λ, a determinar. El resultado es
 (n+ 1)λ1n
 a2K
 1
 ξ2d
 d ξ
 (
 ξ2d θ
 d ξ
 )
 = −4πGθn (6.9)
 La ecuacion anterior se simplifica si elegimos
 λ = ρ0 (6.10a)
 a =
 √
 n+ 1
 4πGKρ
 1n−1
 0 (6.10b)
 y finalmente hallamos la ecuacion de Lane-Emden
 d
 d ξ
 (
 ξ2d θ
 d ξ
 )
 = −θn (6.11)
 La solucion regular en el origen es la que describe la configuracion estelar, ydebe satisfacer las condiciones iniciales
 θ(0) = 1, θ′(0) = 0 (6.12)
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 Figura 6.1: Funciones de Lane-Emden θ3/2(ξ) y θ3(ξ).
 Excepto en algunos casos particulares, la ecuacion (6.11) con las condicionesiniciales (6.12) no tiene soluciones analıticas en terminos de funciones conocidas(Problema 6.1.3). Pero puede desarrollarse en serie y tabularse sus valores. LaFigura 6.1 muestra los graficos de dos de las funciones mas interesantes.
 La funcion θn, con n < 5 tiene un cero ξ(n)1 que representa el radio de la
 configuracion. Este cero y θ′(ξ1) son importantes porque estan relacionados conlas caracterısticas fısicas de la estrella. En la Tabla 6.1 se tabulan varios de estosparametros para distintos valores de n.
 6.1.3. Propiedades fısicas de las politropas
 Examinemos ahora algunas de las propiedades fısicas de las politropas. Antetodo, el radio fısico de la estrella es proporcional a ξ1
 R = aξ1 =
 √
 (n+ 1)K
 4πGρ
 (1−n)/2n0 ξ1 (6.13)
 Hay una expresion analıtica sencilla para la masa de la estrella (Problema6.1.4):
 M = 4πa3ρ0∣
 ∣ξ21θ′n(ξ1)
 ∣
 ∣ (6.14)
 Eliminando la densidad central entre las dos ecuaciones hallamos la relacionmasa-radio para las politropas
 M = 4π
 [
 (n+ 1)K
 4πG
 ]n
 n−1
 ξ5−3n1−n1 |θ′n|R
 3−n1−n (6.15)
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n γ′ ξ1 −ξ21θ′n(ξ1) Λn Wn Qn
 0 ∞ 2,4494 4,8988 1,0000 0,1194 0,00291/2 3 2,7580 3,7871 1,8361 0,2623 0,03411 2 3,1416 3,1416 3,2899 0,3927 0,02853/2 5/3 3,6538 2,7141 5,9907 0,7701 0,03072 3/2 4,3529 2,4111 11,4025 1,6382 0,03435/2 7/5 5,3553 2,1872 23,4065 3,9091 0,03993 4/3 6,8969 1,8906 54,1825 11,0507 0,04877/2 9/7 9,5358 1,8906 152,8840 40,9098 0,06844 5/4 14,9716 1,7972 622,4080 247,5580 0,0950
 Cuadro 6.1: Parametros numericos de la funcion de Lane-Emden.
 Esta relacion puede contrastarse con la observacion en algunos casos intere-santes.
 Otras relaciones importantes para la construccion de modelos estelares sonlas que conectan las propiedades centrales de una politropa con otras cantidadescaracterısticas
 ρc =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ξ13θ′n(ξ1)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ρ = ΛnM
 43πR
 3(6.16a)
 Pc =1
 4π(n+ 1)θ′n(ξ1)2
 GM2
 R4=Wn
 GM2
 R4(6.16b)
 Tc =Pcµ
 ρcR= Qn
 µ
 R
 GM
 R(6.16c)
 y la ultima ecuacion supone la ecuacion de estado de los gases ideales (Problema6.1.5).
 6.1.4. Energıa de una politropa
 Como veremos, existen expresiones analıticas muy simples para la energıade una politropa, llamadas las formulas de Betti-Ritter.
 Comencemos por calcular la autoenergıa gravitacional del cuerpo
 V =
 ∫ R
 0
 4πr2Gm(r)ρ(r)
 r(6.17)
 Usando la ecuacion de equilibrio hidrostatico
 V = 4π
 ∫ R
 0
 r3dP
 d rdr = −12π
 ∫ R
 0
 r2P (r)dr (6.18)
 En la ecuacion anterior introduciremos la masa m(r) multiplicando y divi-diendo por ρ(r) y hallamos
 V = 3
 ∫ R
 0
 m(r)d
 (
 P (r)
 ρ(r)
 )
 (6.19)
 Usando la ecuacion de la politropa (6.1)
 d
 (
 P (r)
 ρ(r)
 )
 =1
 n+ 1
 P ′(r)
 ρ(r)= − 1
 n+ 1
 Gm(r)ρ(r)
 r2
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que sustituida en (6.19) da
 V = − 3
 n+ 1
 ∫ R
 0
 Gm(r)ρ(r)
 r2dr (6.20)
 Integrando por partes la ultima ecuacion hallamos
 V =3
 n+ 1
 (
 GM2
 R+ 2V
 )
 de donde deducimos la primera formula de Betti-Ritter
 V = − 3
 5− nGM2
 R(6.21)
 Examinemos ahora la energıa interna de la configuracion
 U =
 ∫ R
 0
 4πr2u(r) (6.22)
 que supondremos conectada con la energıa cinetica en la forma
 T =3
 2(γ − 1)U (6.23)
 en donde γ es un parametro que es igual a cP/cV en el caso de un gas ideal(Problema 6.1.1). Usando el teorema virial hallamos
 T = −1
 2V =
 3
 2(γ − 1)U (6.24)
 que suele llamarse teorema de Ritter. Combinando con (6.21) hallamos
 U =1
 (5− n)(γ − 1)
 GM2
 R(6.25)
 que es la segunda formula de Betti-Ritter.
 Problemas 6.1
 Problema 6.1.1 (Energıa interna y cinetica).Si la energıa interna es proporcional a la presion (mas precisamente, al productoPV )
 U =1
 γ − 1PV (6.26)
 en donde γ es un parametro, mostrar que la energıa cinetica del sistema es
 T =3
 2(γ − 1)U (6.27)
 Problema 6.1.2 (Calor especıfico politropico).Probar que si
 n =cV − ccP − cV
 (6.28)
 la cantidad de calor absorbida durante la transformacion es
 δQ = c dT (6.29)
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Problema 6.1.3 (Soluciones analıticas de la ecuacion de Lane-Emden).Probar que la ecuacion de Lane Emden admite las siguientes soluciones analıti-cas
 Caso n = 0:
 θ0 = 1− ξ2
 6
 Caso n = 1:
 θ1 =sen ξ
 ξ
 Caso n = 5:
 θ5 =1
 √
 1 + ξ2
 3
 Problema 6.1.4 (Masa de una politropa).Probar la ecuacion (6.14) para la masa de una politropa.
 Problema 6.1.5 (Propiedades centrales).Demostrar las ecuaciones (6.16).
 Problema 6.1.6 (Principio variacional).Probar que la ecuacion de Lane-Emden puede deducirse de un principio varia-cional, exigiendo que la densidad haga mınima la energıa total del sistema conla restriccion de que la masa sea constante.
 6.2. Objetos compactos
 La teorıa de los objetos compactos (enanas blancas, estrellas de neutrones yagujeros negros) es una de las mas importantes aplicaciones de la teorıa de po-litropas, aunque requiere por lo general la inclusion de correcciones relativistas.En lo que sigue, bosquejaremos los resultados mas importantes de la teorıa.
 6.2.1. Enanas blancas
 Las enanas blancas constituyen la ultima etapa de evolucion estelar: sonestrellas pequenas, con envolturas desprovistas de hidrogeno y masas del ordende la solar. En estas estrellas no hay produccion nuclear de energıa y la presionsta proporcionada por los electrones degenerados.
 La ecuacion de estado para un gas relativista totalmente degenerado tienela forma parametrica
 P =8π
 3
 mec2
 λ3cf(x) (6.30a)
 ρ = µe8π
 3
 mH
 λ3cx3 (6.30b)
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Estrella M ±∆M R±∆RSirio B 1,034± 0,026 0,0084± 0,00025Stein 2051 B 0,66± 0,04 0,011± 0,001Procion B 0,602± 0,015 0,01234± 0,0003240 Eri B 0,501± 0,011 0,0136± 0,0002
 Cuadro 6.2: Masas y radios de enanas blancas [91]
 en donde
 µe =2
 1 +X(6.30c)
 x =pFmec
 (6.30d)
 f(x) =1
 8
 [
 x(2x2 − 3)√
 x2 + 1 + 3 argsinhx]
 (6.30e)
 La ecuacion anterior se reduce a una politropa en dos lımites importantes
 P =(2π)2/3
 5
 ~2
 me
 (
 ρ
 mHµ
 )5/3
 =2
 3u; n =
 3
 2; NR (6.31)
 P =1
 3
 (
 9π
 8
 )2/3
 ~c(
 ρ
 mHµ
 )4/3
 =1
 3u, n = 3; UR (6.32)
 Es facil verificar que en los dos casos γ ′ = γ. La prediccion mas importante(que puede contrastarse con el experimento) es la relacion M − R para lasconfiguraciones que, en el caso de las enanas blancas no relativistas toma laforma
 M
 M¯= 2,08
 (µe2
 )−5(
 100R
 R¯
 )−3(6.33)
 En realidad, las enanas blancas no son politropas: la ecuacion de estado(6.30) es mas compleja que la simple politropa (6.1) pero aun lo bastante sencillacomo para hallar una ecuacion diferencial relativamente sencilla para describirla configuracion
 1
 ξ2d
 d ξ
 (
 r2dφ
 d ξ
 )
 = −(
 φ2 − 1
 y2c
 )3/2
 (6.34)
 en donde
 y =√
 x2 + 1 (6.35)
 φ =y
 yc(6.36)
 r = aξ (6.37)
 para un valor adecuado de a.La integracion de la ecuacion de Chandrasekhar conduce a la relacion masa-
 radio para las enanas blancas representada graficamente en la Figura 6.2. Tam-bien se muestran los valores de M y R para cuatro enanas blancas bien obser-vadas. La comparacion entre teorıa y experimento muestra un acelente acuerdo
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 Figura 6.2: Relacion masa-radio para las enanas blancas. La figura muestrala curvas de Chandrasekhar para dos valores del peso molecular µ (mu2: µ =2,mu215: µ = 2,15), dos fragmentos de la relacionM−R, corregida por Hamada-Salpeter, para dos composiciones quımicas diferentes (He: estrellas de Helio,C:estrellas de carbono) y la posicion de cuatro enanas blancas bien observadas enel diagrama M − R: (SiB: Sirio B; PrB: Procion B; StB: Stein 2051 B; 40E: 40Eri B). (Tabla 6.2).
 entre ambos, especialmente si se tienen en cuenta correcciones a la ecuacion deestado.
 Porque ¡ay! la sencilla teorıa que acabamos de exponer debe sufrir impor-tantes correcciones a la ecuacion de estado. Las mas importantes son las correc-ciones coulombianas: la influencia de las fuerzas electrostaticas entre electronesy nucleos, que altera la ecuacion de estado. Esos efectos, si bien pequenos, sonobervables dada la precision actual de las medidas.
 Lo mas sorprendente de la relacion masa-radio de la Figura 6.2 es la exis-tencia de una masa maxima MCh, llamada la masa de Chandrasekhar. Podemosverlo facilmente si utilizamos el lımite ultrarrelativista para la ecuacion de es-tado de los fermiones (6.32) pues en ese caso la relacion masa-radio se reduce auna constante
 M = 1,46(µe2
 )−2M¯ =MCh (6.38)
 y eso corresponde a la region proxima a R = 0 en la Figura 6.2. La existenciade esta masa maxima es un efecto cuantico-relativista y contradice la intuicion.Sin embargo, tiene una explicacion simple si usamos el hecho de que en unaconfiguracion de equilibrio la energıa total de un sistema debe ser un mınimo
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(Problema 6.1.6).Calculemos la energıa total del sistema, usando una esfera de densidad cons-
 tante como una funcion de prueba. Hallamos
 E =4π
 3R3Kργ − 3
 5
 G
 R
 (
 4π
 3R3ρ
 )2
 (6.39a)
 M =4π
 3R3ρ (6.39b)
 Eliminando ρ con la ecuacion (6.39b) hallamos
 E =
 (
 3
 4π
 )γ−1K(M)γR3−3γ − 3
 5
 GM2
 R(6.40)
 que debemos minimizar respecto del unico parametro disponible R. En el casono relativista, γ = 3/2 y la ecuacion tiene un mınimo pero en el casu ultrarrela-tivista yanto la energıa cinetica como la potencial varıan como R−1 y solo hayestabilidad para un valor particular de la masa: el que hace la energıa nula. No esdifıcil demostrar, usando el valor de K que corresponde al caso ultrarrelativista,que este valor de la masa es aproximadamente igual a (6.38).
 6.2.2. Estrellas de neutrones
 Si la masa de una estrella vieja, que ha agotado sus recursos energeticos,supera la masa de Chandrasekhar, es imposible sostener el equilibrio como ena-na blanca y puede colapsar a un objeto aun mas compacto: una estrella deneutrones.
 Las estrellas de neutrones se observan como pulsares o fuentes de rayos X.Los primeros son fuentes de emision de pulsos, con periodos
 1 ms ≤ TPul ≤ 5 s (6.41)
 Estos periodos corresponden a la rotacion de un objeto “pequeno”, tal que lafuerza centrıfuga en el ecuador no supere la atraccion gravitacional
 ω2R ≤ GM
 R2⇒ ω2 ∼ Gρ (6.42)
 Para un periodo de un milisegundo, hallamos
 ρ ∼ 6× 1014 (6.43)
 que es del orden de la densidad nuclear. Los pulsares pueden interpretarse, pues,como estrellas de neutrones.
 Por lo general, las masas de los pulsares no pueden medirse con precision,en sistemas binarios, salvo cuando las correcciones relativistas son importantes.En ese caso, las masas pueden medirse con una gran precision (Tabla 6.3). Porel contrario, no hay medidas directas confiables de sus radios, aunque se handetectado corrimientos al rojo importantes en fuentes de rayos γ. El corrimientoal rojo gravitacional z = GM/Rc2 es una poderosa fuente de informacion sobreradios de estrellas de neutrones.
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Masas PSR B1534+12 PSR B1913+16Masa del pulsar (M¯) 1,34± 0,07 1,4410± 0,0007Masa del companero (M¯) 1,34± 0,07 1,3874± 0,0007
 Cuadro 6.3: Masas de pulsares binarios [105]
 Las estrellas de neutrones son tan compactas que los efectos de la RelatividadGeneral son muy importantes. En ese caso, la ecuacion de equilibrio hidrostatico(5.24) debe reemplazarse por la ecuacion de Oppenheimer-Volkoff
 dP
 d r= −Gm(r)
 r2ρ
 [
 1 + Pρc2
 ] [
 1 + 4πr3Pm(r)c2
 ]
 [
 1− 2Gm(r)rc2
 ] (6.44)
 que debe suplementarse con la definicion de masa encerrada (5.21). Los factorescorrectivos de la ecuacion (6.44) representan la correccion relativista a la den-sidad, proporcional a la presion, una correccion relativista a la masa encerraday una correccion a la distancia radial. Por otra parte, ρc2 es la densidad totalde energıa del sistema.
 La ecuacion de Oppenheimer-Volkoff tiene una estructura notablemente mascomplicada que la de equilibrio hidrostatico, pero sin embargo es posible hallarsoluciones analıticas de la misma en dos lımites “politropicos”:
 P =1
 3ρc2 (6.45a)
 ρ = Cte. (6.45b)
 El caso incompresible es interesante porque permite probar que hay una ma-sa maxima para cualquier estrella compacta y dar una estimacion sencilla dela misma, independientemente de los detalles de la ecuacion de estado. Parahacerlo, usaremos un modelo de estrella de neutrones formado por una corte-za delgada, donde la densidad crece rapidamente de cero a ρ y un nucleo dedensidad aproximadamente constante.
 Ahora bien, la presion en una estrella de densidad constante ρ puede hallarseintegrando la ecuacion de Oppenheimer-Volkoff (Problema 6.2.4)
 P (r) + ρc2
 3P (r) + ρc2=
 [
 1− 2MGc2R
 1− 2MGc2R3 r2
 ]1/2
 (6.46)
 La presion central
 Pc =ρc2
 3
 1−√
 1− 2MGc2R
 √
 1− 2MGc2R − 1
 3
 (6.47)
 se hace infinita cuando
 z =MG
 c2R=
 4
 9(6.48)
 lo que senala la imposibilidad de que existan estrellas con un corrimiento alrojo superior superior a 4/9. En efecto, la ecuacion de estado usada, que tiene
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compresibilidad cero, es la mas “dura” que pueda imaginarse. No es una ecuacionde estado aceptable, pues implica que puede propagarse energıa con velocidadinfinita, mientras que un fluido fısico debe satisfacer que la velocidad del sonidodebe ser menor que c
 v2s =
 (
 ∂P
 ∂ρ
 )
 S
 < c2 (6.49)
 Una esfera de radio R, de material compresible contiene una masa mayorque 4π/3R3ρ, pero de cualquier manera debe satisfacer la limitacion
 MG
 c2R<
 4
 9(6.50)
 para que la presion sea finita en su interior.Sustituyendo la expresion de la masa en funcion de la densidad hallamos
 R <
 √
 c2
 3πGρ= Rx (6.51a)
 M <4
 9
 c2
 GRx (6.51b)
 Las cotas dependen del valor de la densidad en el nucleo de la estrella.Usando una densidad tıpica del nucleo atomico hallamos
 R < 12
 √
 1015
 ρkm (6.52a)
 M < 3,6
 √
 1015
 ρM¯ (6.52b)
 Problemas 6.2
 Problema 6.2.1 (Densidad de enanas blancas).Calcular la densidad media ρ, la densidad y presion central de las enanas blancasde la Tabla 6.2.
 Problema 6.2.2 (Ecuacion de Chandrasekhar).Encontrar la ecuacion de Chandrasekhar, que describe el interior de las enanasblancas.
 Sugestion:
 Sustituir la ecuacion de estado (6.30) en la ecuacion de equilibrio hidrostatico(5.24) mostrar que es posible elegir valores del parametro a tales que estase reduce a la forma (6.34).
 Problema 6.2.3 (Masa de Chandrasekhar).Expresar la masa de Chandrasekhar en funcion de las constantes fundamentalesy verificar su valor numerico (6.38).
 Problema 6.2.4 (Soluciones analıticas de la ecuacion OV).
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1. Probar que la ecuacion de Oppenheimer-Volkoff (6.44) con la ecuacion deestado (6.45a) tiene una solucion analıtica de la forma
 ρ =C
 r2(6.53)
 ¿Cuanto vale C?
 2. Probar la ecuacion (6.46).
 6.3. Aplicacion a problemas estelares
 Si bien las politropas han perdido su antiguo glamour como los modelosestelares preferidos, debido a la aparicion de las grandes computadoras, quepermitieron abordar el problema con toda su complejidad, las politropas todavıason utiles pues permiten obtener estimaciones sencillas del estado del interior deuna estrella y analizar regiones particulares del diagrama H-R en forma intuitiva.
 6.3.1. El modelo de Eddington
 El modelo de Eddington se basa sobre la sencilla hipotesis de que la presionde radiacion es proporcional a la del gas en todo el interior de la estrella
 Pr =
 (
 1
 β− 1
 )
 Pg (6.54)
 Si esto es cierto, la ecuacion de estado efectiva del material estelar se escribe
 P =
 [
 (
 kBµmH
 )43
 a
 1− ββ4
 ]13
 ρ43 (6.55)
 que corresponde a una politropa de ındice n = 3.La distribucion interna de las variables termodinamicas esta determinada
 por la funcion θ3
 P = Pcθ43 (6.56a)
 ρ = ρcθ33 (6.56b)
 T = Tcθ3 (6.56c)
 Podemos, pues, aplicar las relaciones deducidas en la Seccion 6.1 para elestudio del modelo.
 En particular, la ecuacion para la masa (6.14), que aquı se escribe
 M = 4π
 [
 (
 kBµmH
 )43
 a
 1− ββ4
 ]12
 1
 (πG)3/3
 ∣
 ∣ξ21θ′∣∣ (6.57)
 y por lo tanto el parametro β y la constante K de la politropa estan determina-dos unicamente por la masa. La ecuacion (6.57) es la ecuacion clave del modeloy suele llamarse la “ecuacion cuartica de Eddington”.
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Otras propiedades pueden deducirse de las ecuaciones (6.16).El modelo standard predice una relacion masa-radio-luminosidad. En efecto,
 la hipotesis de Eddington implica que
 1− β =dPr
 dP=
 κL(r)
 4πcGm(r)=
 κcεc4πcG
 (6.58)
 en donde el ultimo miembro es el lımite para r → 0 y ε es la produccion deenergıa por unidad de masa. En la superficie
 1− β =κL
 4πcGM(6.59)
 Si ahora se trabaja con las relaciones entre las variables globales y centralesy se utiliza para la opacidad una expresion de la forma
 κ = κ0ρT3+s (6.60)
 se encuentra queL ∝M5+sRs (6.61)
 6.3.2. La lınea de Hyashi
 Un problema muy importante para estudiar lo constituyen las estrellas cuyotransporte de energıa es puramente convectivo. En cierto modo, estas estrellasson el extremo opuesto de las descriptas por el modelo standard, que tienden aser puramente radiativas. En las estrellas convectivas debe satisfacerse la con-dicion (5.28) y por lo tanto
 T ∝ P 1− 1γ (6.62)
 Esta es la ecuacion para una politropa
 P = Kργ = Kρ1+1n (6.63)
 en donde ahora γ = cP/cV = 5/3 y por lo tanto el ındice politropico es n = 3/2.Las estrellas puramente convectivas forman una region en el diagrama H-R, unalınea para cada masa y composicion quımica dada, llamada la lınea de Hayashi.
 La lınea de hayashi juega u papel muy importante en la teorıa de la evolucionestelar: representa la frontera entre modelos estelares posibles (es decir estables)e imposibles (inestables). Pero para hallar su luminosidad es necesario examinarun poco mejor la superficie de la estrella, donde el transporte de energıa esradiativo.
 La superficie de la estrella se define como aquella en que la profundidadoptica
 τ =
 ∫ ∞
 R
 κρdr =2
 3(6.64)
 La presion en la superficie, por otra parte, es, aproximadamente
 P =GM
 R2
 ∫ ∞
 R
 ρdr (6.65)
 De estas ecuaciones deducimos
 P0 =2
 3
 GM
 R2
 1
 κ(6.66)
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o sea
 P a+10 =
 2
 3κ0
 GM
 R2T−beff (6.67)
 Esta es la condicion de contorno que debe satisfacer la solucion interior
 P = CR−3/2M−1/2T
 5/2 (6.68)
 En la superficie P = P0 y T = Teff . El radio esta conectado a la luminosidadde la estrella a traves de la ecuacion
 L = 4πσR2Teff (6.69)
 y de este modo es posible hallar la ecuacion de la lınea de Hayashi en el planolg Teff , lgL en la forma
 lg Teff = A lgL+B lgM +D (6.70)
 Los coeficientes son
 A =3a− b
 4b+ 22a+ 6∼ 0,05 B =
 a+ 3b
 2b+ 11 + 3∼ 0,2 (6.71)
 en donde hemos usado valores tıpicos de los exponentes para atmosferas estelaresfrıas son a ' 1, b ' 3.
 La lınea de Hayashi es casi vertical.
 Problemas 6.3
 Problema 6.3.1 (Propiedades del modelo standard).Probar las ecuaciones (6.55), (6.57).
 Problema 6.3.2 (Luminosidad del Modelo Standard).Probar la ecuacion (6.61)
 Problema 6.3.3 (Modelos estelares standard). 1. Usando el modelo stan-dard, hallar las variables centrales para el sol. Comparar con los resultadosde un modelo detallado
 ρc¯ = Pc¯ Tc¯ (6.72)
 2. Lo mismo, para Sirio A.
 Problema 6.3.4 (Energıa del modelo standard). 1. Mostrar que para elmodelo standard
 Ug = − β
 3(γ − 1)Ω (6.73)
 2. Calcular la energıa interna total y la energıa total del sistema.
 Problema 6.3.5 (Estrellas supermasivas).Aplicar el modelo standard a estrellas supermasivas M ÀM¯. Mostrar que enesas estrellas β ¿ 1 y por lo tanto estan dominadas por radiacion.
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Notas bibliograficas
 La referencia mas importante sobre teorıa de politropas es la obra de Chan-drasekhar [34]. Tratamientos mas breves se encuentran en [35, 70, 118]. La ulti-ma referencia discute con cuidado la generalizacion a la teorıa de la RelatividadGeneral.
 La teorıa de enanas blancas esta lucidamente expuesta en [34]. Una buenaexposicion, mucho mas moderna es [100]. Tambien aquı se expone la teorıa deestrellas de neutrones. El libro de Weinberg [118] contiene una excelente des-cripcion de la fısica basica. Una alternativa a las estrellas de neutrones es lade estrellas de materia extrana o estrellas extranas, que se discuten por ejem-plo, en la referencia [17]. La cota superior a la masa de una estrella compactaesta explicada en [61].
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Capıtulo 7
 Transporte de energıa
 El transporte de energıa en los interiores estelares es uno de los procesos masimportantes y al mismo tiempo mas complejos de toda la teorıa. La corriente deenergıa q esta determinada principalmente por el gradiente de temperatura yla constitucion quımica de la estrella. La conexion entre q y ∇T es sumamentecompleja pues depende de detalles del estado mecanico y termodinamico de laestrella.
 Existen varias contribuciones importantes al transporte de energıa en unaestrella,
 Transporte radiativo: Es la forma mas comun: cada foton de la radiacionlleva una energıa ~ω que se difunde poco a poco hasta la superficie dela estrella. En el interın, la energıa puede ser absorbida y reemitida odesviada en otra direccion por la interaccion entre radiacion y materia.
 Conduccion: Los electrones pueden conducir el calor por difusion, interrum-pida solo por colisiones contra los iones del gas. Este proceso es extrema-damente eficiente cuando los electrones son degenerados, tal como en unaenana blanca.
 Conveccion: Es el mas complicado de todos los procesos de transporte deenergıa: burbujas macroscopicas de gas algo mas caliente que su entornoflota hacia regiones menos densas mientras el gas algo mas frıo que lorodea se hunde. En condiciones adecuadas este proceso es extremadamenteeficiente para transportar energıa.
 En lo que sigue analizaremos en forma sencilla cada uno de estos procesosparfa ver su contribucion al transporte de energıa en el medio estelar.
 7.1. Transporte radiativo
 Consideremos una pequena seccion dσ de una esfera de radio r concentricacon la estrella, y sea
 T (r, z) = T (r) + zd T (r)
 d r(7.1)
 la distribucion local de temperatura. Sobre la pequena superficie dσ incide ra-diacion que proviene de todos los puntos proximos (Figura 7.1). Consideremos
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PSfrag replacements
 θ
 dl
 σ
 r
 Figura 7.1: Flujo radiativo en un punto de la estrella.
 en particular la radiacion de frecuencia dν que incide formando un angulo θ.Podrıamos calcular el flujo a traves del elemento de superficie observando quetoda la energıa contenida en un cilindro de longitud dl debera atravesar la su-perficie en un tiempo dl/c, es decir
 dqr = cu(T, ν) cos θ2π sen θ
 4πdθ dl (7.2)
 Pero el razonamiento anterior solo es valido en el vacıo (o en un medio trans-parente). En realidad, la radiacion emitida a una distancia dl de la superficiesufre una absorcion dada por
 du(ν, T ) = −κ∗(ν)ρu(ν, T )dl (7.3)
 en donde κ∗(ν) es una propiedad del medio llamada opacidad efectiva. Por logeneral, κ∗ depende del estado termodinamico del gas ademas de la frecuenciade la radiacion.
 El espectro de energıa emitido a una distancia l se atenua en un factor
 λ(l) = κ∗ρe−κ∗ρl
 El flujo total de energıa sobre la superficie se obtiene integrando (7.2) sobretodas las direcciones y todas las distancias de emision
 qr =1
 4π
 ∫ ∞
 0
 ∫ π
 0
 ∫ 2π
 0
 cau[ν, T (r, z)]κ∗ρe−κ∗ρl cos θ sin θdθdl (7.4)
 En esta ecuacion hemos hecho la hipotesis de que el flujo radiativo solodepende de la direccion a traves de la temperatura (7.1). Esta es la hipotesisdel equilibrio radiativo, que puede justificarse rigurosamente con la ecuacion deltransporte radiativo en interiores estelares.
 El integrando en (7.4) depende de una manera complicada de los argumentos,debido a la dependencia de la temperatura con la direccion. Pero desarrollando
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en serie (7.4) y conservando el termino de primer orden en dT/dr hallamos
 qr = − 1
 3κ∗ρ
 d u(ν, T )
 d r(7.5)
 La luminosidad por intervalo de frecuencias es
 L(r, ν) = 4πr2qr(r, ν) = −4πr2
 3κ∗ρ
 d u(ν, T )
 d r(7.6)
 Finalmente, derivando u(ν, T ) por la regla de la cadena e integrando sobrelas frecuencias hallamos la ecuacion constitutiva para el flujo de radiacion:
 L(r) = −16πac
 3κρr2T 3
 d T
 d r(7.7)
 en donde κ es la opacidad media de Rosseland del material
 1
 κ=
 ∫∞0
 1κ∗(ν)
 d u(ν,T )d T dν
 ∫∞0
 d u(ν,T )d T dν
 (7.8)
 El significado fısico de la media de Rosseland es que las opacidades a distintasfrecuencias se promedian con pesos proporcionales a su capacidad de transportede energıa.
 Problemas 7.1
 Problema 7.1.1 (Ecuacion de transporte radiativo).Completar la demostracion de la ecuacion (7.5).
 7.2. Opacidad estelar
 La opacidad en cualquer medio se origina por la absorcion, emision y dis-persion de fotones por los electrones del mismo. Los tres procesos no son com-pletamente independientes: estan ligados por las leyes de la mecanica cuanticay de la termodinamica.
 Los principales procesos que contribuyen a la opacidad pueden representarsepor medio de diagramas de Feynman.
 7.2.1. Dispersion por electrones libres
 Este es un proceso “clasico”, pues el lımite no relativista puede describirsemuy bien con el electromagnetismo clasico: es ladispersion de Thomson. En elcaso relativista, esto no es posible y el calculo de la seccion eficaz requiere todala artillerıa de la electrodinamica cuantica: se trata del efecto Compton. Losdiagramas de Feynman correspondientes se muestran en la Figura 7.2.
 En el lımite no relativista, la seccion eficaz de dispersion es independientede la energıa
 σT =8π
 3
 (
 e2
 mc2
 )2
 (7.9)
 que es independiente de la frecuencia del foton emitido.
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PSfrag replacements
 kk
 k′k′
 pp
 p′p′
 Figura 7.2: Diagramas de Feynman para la dispersion por electrones libres.
 7.2.2. Absorcion ligado-libre
 Un segundo proceso que contribuye a la opacidad es la absorcion ligado-libre, que no es otra cosa que un nombre rimbombante para el viejo y buenefecto fotoelectrico, que constituye la base de tantas aplicaciones tecnologicas.
 En el efecto fotoelectrico (descripto esquematicamente por el diagrama deFeynman de la Figura 7.3, en donde la doble lınea representa un estado ligado)el foton entrega toda su energıa al electron, arrancandolo de su estado ligado.La seccion eficaz exacta es complicada (vease, por ejemplo, la referencia [19]),pero la aproximaion de Born a altas energıas no es demasiado difıcil de calcular[97].
 El elemento de matriz dipolar entre el estado ligado y el estado asintoticolibre es
 dfi =1√V
 ∫
 drφn(r)reike·r (7.10)
 El caso mas importante corresponde a un estado s de un atomo hidrogenoide
 φ0(r) =1√πa3
 e−r/a (7.11)
 La conservacion de la energıa en el proceso exige la sigiuente relacion entrela energıa de ligadura −I y las energıas del electron y del foton incidente
 ~ω − I =p2e2m
 (7.12)
 En este caso, el elemento de matriz puede calcularse en forma muy sencilla.Eligiendo el eje z paralelo a ke
 dfi =1
 i√πa3V
 4π
 ∫ ∞
 0
 re−r/a sen ker
 kedr
 =4π
 i√πa3V
 a3
 (1 + a2k2e)2
 (7.13)
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PSfrag replacements
 En
 p
 k
 V
 Figura 7.3: Diagrama de Feynman para las transiciones ligado-libre (Efecto fo-toelectrico). La lınea doble indica un estado ligado.
 La probabilidad de transicion por unidad de tiempo la hallamos a partir dela regla de oro de Fermi, en donde la densidad de estados es
 ρ =d3ke(2π)3
 y la seccion eficaz se halla siguiendo los razonamientos que conducen a la apro-ximacion de Born (2.39).
 El resultado es
 σ ≈ 128π
 3
 e2
 mcω(kea)5(7.14)
 que para energıas suficientemente altas es proporcional a ω7/2. Las correccionescoulombianas sobre el electron saliente cambian un poco este comportamientoy la seccion eficaz efectiva resulta proporcional a ω−3.
 Es costumbre representar la seccion eficaz en la forma
 σb−f =64π4me10
 3√3ch6
 Z4
 n6g(ν, n, l, Z)
 ν3(7.15)
 que coincide con el lımite correcto a bajas energıas. La funcion suavementevariable g(ν, n, l, Z), llamada factor de Gaunt, corrige la seccion eficaz.
 7.2.3. Absorcion libre-libre
 La absorcion libre-libre es un proceso similar al efecto fotoelectrico: la absor-cion de un foton por un electron en el continuo, en presencia del campo coulom-biano nuclear. Esto ultimo es importante, porque los principios de conservacionde impulso y energıa no permiten la absorcion de fotones por un electron libre.
 Los diagramas de Feynman correspondientes se muestran en la Figura 7.4,que es similar por su estructura a los diagramas de dispersion electron-foton(Figura 7.2).
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PSfrag replacements
 kk
 Ze
 Ze
 pp
 p′p′
 Figura 7.4: Diagramas de Feynman para la absorcion libre-libre.
 El calculo de la seccion eficaz es mas complicado que la simple teorıa deprimer orden de la Seccion 7.2.2. El proceso es el inverso del bremstrahlung :la emision de radiacion por frenamiento, en este caso, aceleracion en el camponuclear. El proceso de bremstrahlung deswempena un papel importante en lateorıa y su seccion eficaz puede representarse en la forma
 dσf−f(Z, ν, v) =4πZ2e6gf−f
 3√3hcm2vν
 ne(v)dv (7.16)
 en donde ne(v) es la densidad de electrones con velocidad v y gf−f(v, ν) es el fac-tor de Gaunt para transiciones libre-libre. En las condiciones astrofısicas usuales,los electrones no estan degenerados y satisfacen la distribucion de velocidadesde Maxwell
 ne(v) = 4πne
 (
 m
 2πkBT
 )32
 exp
 (
 − mv2
 2kBT
 )
 v2 (7.17)
 Integrando (7.16) sobre las velocidades se encuentra
 σf−f =16π2Z2e6ne
 3√
 3(2πm)3kBT
 gf−f(ν, Z, T )
 ν3(7.18)
 en donde g es un promedio del factor de Gaunt.
 7.2.4. Calculo de las opacidades
 Una vez que se dispone de las secciones eficaces, es posible calcular las opa-cidades correspondientes. Para hacerlo, observemos que de la ecuacion (7.3)deducimos que el camino libre medio de un foton en la materia es
 l =1
 κ∗ρ(7.19)
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El camino libre medio es igual a la distancia media que puede recorrer unfoton sin ser perturbado. La probabilidad de que sufra un choque en la distanciadl la expresamos con la seccion eficaz como
 dp = σn0dl (7.20)
 y por lo tanto1
 l= κρ = σ
 ρ
 µ(7.21)
 en donde µ es el pero molecular del gas.Ademas, cada especie quımica contribuye con sus secciones eficaces a la
 opacidad, y esa seccion eficaz depende del estado n del atomo (en el caso b− fde modo que la opacidad total para una mezcla de gases es
 κ(ν) =∑
 i
 ρiµiρ
 σ(n)i (ν) =
 ∑
 i
 (
 Xi
 AimH
 )
 W (n, i) (7.22)
 Las opacidades iriginadas por los procesos b− f y f − f deben ser corregidas,pues las secciones eficaces que hemos calculado son de absorcion. Una parte dela energıa absorbida sera devuelta en la direccion radial por emision. De estemodo
 κ∗(ν) = κT + [κbf(ν) + κff(ν)] (1− ehν/kBT ) (7.23)
 que es la definicion de κ∗(ν).Finalmente, sobre esta opacidad debe hacerse la media de Rosseland (7.8).
 Aplicando estas ecuaciones hallamos la expresion para las opacidades en loscasos en que el proceso predominante es uno de los que estudiamos en estaseccion
 κT =4π
 3
 e4
 mHm2ec4(1 +X) ∼ 0,19(1 +X)cm
 2/g (7.24a)
 κbf =2
 3
 √
 2π
 3
 e6h2
 cM2Hm
 3/2e
 Z2
 AZ(1 +X)
 ρ
 (kBT )7/2gbf
 ∼ 4,34× 1025Z(1 +X)ρ
 (kBT )7/2gbf cm
 2/g
 (7.24b)
 κff =2
 3
 √
 2π
 3
 e6h2
 cM2Hm
 3/2e
 Z2
 A
 (X + Y )(1 +X)
 196,5
 ρ
 (kBT )7/2gff
 ∼ 3,68× 1022(X + Y )(1 +X)ρ
 (kBT )7/2gff
 (7.24c)
 Las dos ultimas expresiones se conocen como ley de opacidad de Kramers.Por lo general, el calculo teorico de las opacidades es un problema sumamentecomplejo, que todavıa no se ha resuelto por completo, especialmente a tempera-turas muy altas o muy bajas, donde hay numerosos fenomenos fısicos adicionalesen juego.
 Para muchos problemas es suficiente utilizar una expresion aproximada delas opacidades
 κ = κ0PaT b (7.25)
 Usando la ecuacion de estado de los gases ideales, se puede verificar facil-mente que las expresiones (7.24a), (7.24b) y (7.24c) para la opacidad puedenponerse en la forma (7.25).
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7.2.5. Conduccion
 El transporte de energıa por conduccion domina en las regiones de una estre-lla con electrones degenerados. En esas condiciones el gas de Fermi se comportacomo los electrones en un metal: conducen energıa y carga electrica de un puntoa otro con mucha eficiencia.
 El proceso de conduccion termica obedece, con buena aproximacio, la ley deFourier
 qc = −kc∇T (7.26)
 en donde kc es el coeficiente de conduccion termica. En la teorıa de interiores es-telares es usual representar a la conduccon termica como una opacidad efectiva,escribiendo la ley anterior en la forma
 Lc(r) = −16πac
 3κcρr2T 3
 d T
 d r(7.27)
 que define la opacidad conductiva. Esta debe combinarse con las anteriores paraformar la opacidad total del material estelar en un punto dado.
 Problemas 7.2
 Problema 7.2.1 (Media de Rosseland).Completar el calculo de la media de Rosseland para las opacidades b− f y f − f.
 7.3. Conveccion
 La forma mas compleja de transporte de energıa en los interiores estelares esla conveccion: el transporte de calor por el movimiento del gas bajo la accion dediferencias de temperatura. Se trata de uno de los problemas mas complejos dela hidrodinamica, que todavıa no esta completamente resuelto. En lo que sigue,explicaremos muy brevemente como se trata el problema.
 7.3.1. Inestabilidad de un perfil radiativo
 Comencemos por observar que si el gradiente de temperaturas es muy gran-de, el sistema se torna inestable ante movimientos locales del gas. En efecto,consideremos una “partıcula fluida”: una masa del gas de de tamano pequenocomparado con la escala de distancias tıpica del problema. Durante tiempossuficientemente cortos, estas partıculas fluidas pueden tratarse como si fuesenpartıculas solidas. Supongamos que la densidad y la presion de esta partıculasean ligeramente diferentes a la del gas que la rodea (Figura 7.5). En ese caso,la partıcula flotara una distancia h, hasta que este en equilibrio mecanico conel medio ambiente: cuando su presion P ′2 = P2.
 Para estudiar la estabilidad del sistema frente a la tendencia a flotar, supon-gamos que la partıcula inicialmente en equilibrio
 P ′1 = P1 ρ′1 = ρ1 (7.28)
 se desplaza una distancia h en el fluido, hasta que P ′2 = P2. Ahora bien, cuan-do la diferencia de temperaturas es pequena, el intercambio de calor entre la
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PSfrag replacements
 p1, ρ1
 p2, ρ2
 p′1, ρ′1
 p′2, ρ′2
 h
 Figura 7.5: Inestabilidad convectiva de una partıcula fluida.
 partıcula fluida y su ambiente es pequeno y los cambios de densidad y de presionson aproximadamente adiabaticos
 P2P1
 =
 (
 ρ′2ρ′1
 )γ
 (7.29)
 Si el desplazamiento inicial fue hacia arriba, la condicion de estabilidad esque ρ′2 ≥ ρ2, pues entonces la partıcula se tendera a volver a su posicion original.Es facil ver que en general, la condicion de equilibrio es
 ∆ρ
 ρ< γ
 ∆P
 P
 o tambien1
 ρ
 d ρ
 d r<
 1
 γP
 dP
 d r(7.30)
 Usando la ecuacion para los gases ideales, la ecuacion anterior se puedeescribir usando el gradiente de temperatura
 d T
 d r>
 (
 1− 1
 γ
 )
 T
 P
 dP
 d r(7.31)
 El miembro izquierdo de esta cantidad se suele llamar el gradiente adiabaticode temperatura. La condicion de estabilidad es, pues (recordando que ambosgradientes son negativos)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 d T
 d r
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 <
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 d T
 d r
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ad
 (7.32)
 Es conveniente introducir varias cantidades auxiliares y una nueva notacionpara las derivadas parciales. Llamaremos la escala mecanica de distancias a lacantidad
 1
 HP= − 1
 P
 dP
 d r=Gmρ
 Pr2(7.33)
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pues con ella el gradiente adiabatico de temperaturas puede escribirse(
 ∂T
 ∂r
 )
 ad
 =
 (
 1− 1
 γ
 )
 T
 HP(7.34)
 Ademas, abreviaremos varias derivadas parciales con la notacion
 α =
 (
 ∂ ln ρ
 ∂ lnP
 )
 T,µ
 δ =−(
 ∂ ln ρ
 ∂ lnT
 )
 P,µ
 φ =
 (
 ∂ ln ρ
 ∂ lnµ
 )
 T,P
 (7.35a)
 ∇ =
 (
 ∂T
 ∂P
 )
 am
 ∇e =
 (
 ∂T
 ∂P
 )
 e
 ∇µ =
 (
 ∂µ
 ∂P
 )
 am
 (7.35b)
 y tambien
 ∇ad =(
 ∂ lnT∂ lnP
 )
 ad=
 (
 1− 1
 γ
 )
 T
 P
 (
 dP/drdT/dr
 )
 ad
 (7.35c)
 ∇rad =(
 dP/drdT/dr
 )
 rad=
 3
 16πacG
 κL
 mT 3(7.35d)
 Lamentablemente, en las ecuaciones anteriores µ no es el potencial quımicosino el peso molecular del gas; trataremos de evitar confusiones al respecto.
 El significado de las notaciones anteriores no es obvio. El subındice “am” serefiere al “ambiente” de la partıcula fluida, mientras que “e” se refiere al ele-mento mismo. Las cantidades ∇ad y ∇rad son las derivadas parciales calculadasen las condiciones estelares en que predomina el transporte por conveccion o eltransporte en condiciones adiabaticas.
 7.3.2. Transporte de energıa convectivo
 La inestabilidad que acabamos de analizar origina un transporte muy efectivode energıa a traves de la conveccion: partıculas fluidas de baja densidad flotan enel gas ambiente mientras que las mas densas se hunden. Puesto que el coeficientede dilatacion δ es positivo, un aumento de temperatura produce una disminucionde la densidad y son estas fluctuaciones de temperatura las que inducen laconveccion. Este fenomeno se conoce como conveccion libre.
 Ahora bien, el movimiento del fluido durante la conveccion libre en condicio-nes estelares es casi siempre turbulento y no hay un tratamiento completamentesencillo del mismo. Sin embargo, es posible hacer un tratamiento aproximadousando la hipotesis de la longitud de mezcla, debida al gran hidrodinamicistaaleman Ludwig Prandtl.
 En primer lugar, usando (7.35d), definamos ∇rad como el gradiente de tem-peratura que serıa necesario para el transporte completo de energıa
 L(r) = Lrad + Lcon =4πacG
 3
 T 4m
 κPr2∇rad (7.36)
 mientras que la luminosidad radiativa esta dada por el gradiente fısico de tem-peratura
 Lrad =4πacG
 3
 T 4m
 κPr2∇ (7.37)
 Ahora bien, el gradiente fısico ∇ todavıa no se conoce. Es muy facil decalcular cuando la unica fuente de transporte es la radiacion (o la conduccion)
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pues en ese caso se obtiene directamente de la ecuacion (7.37). Pero solo seconoce la luminosidad total L de la estrella. Para separar los dos modos detransporte, escribamos
 Lcon = ρcP∆Tv (7.38)
 en donde ∆T es la diferencia de temperatura entre la partıcula fluida y el am-biente y v su velocidad radial. Estas dos cantidades fluctuan rapidamente y enla ecuacion (7.38) deben entenderse como un “promedio adecuado” sobre unacascara esferica de radio r.
 Introduzcamos ahora la longitud de mezcla. La hipotesis consiste en suponerque la turbulencia “mezcla” las partıculas fluidas en una distancia `m, llamadalongitud de mezcla, que depende de las condiciones mecanicas y termicas delsistema. Veremos que con esta simple hipotesis es posible desarrollar una teorıaaproximada del transporte de energıa en los interiores estelares.
 En promedio, la diferencia de temperaturas entre la partıcula fluida y elambiente estara dada por
 ∆T ' 1
 2`md (Te − T )
 d r
 = T1
 2(∇−∇e)
 `mHP
 (7.39)
 La fuerza de empuje esta dada por el principio de Arquımedes y la aceleracioncorrespondiente es
 a = −1
 2g∆ρ
 ρ(7.40)
 en donde
 g =Gm
 r2(7.41)
 es la aceleracion local de la gravedad y hemos supuesto que la aceleracion efectivaes la mitad de la que corresponderıa a una gota en el vacıo. Pero mientrasla partıcula fluida se mueve una distancia `m, a puede aproximarse por unaconstante. La velocidad al pasar por la esfera de control sera, entonces
 v2 ' Gm
 r2∆ρ
 ρ`m
 = δGm
 r2∆T
 T
 = δGm
 r21
 2(∇−∇e)
 `2m8HP
 (7.42)
 Sustituyendo (7.42) y (7.39) en (7.38) hallamos
 Lcon =1
 4√2ρcPT
 √
 gδ`2m
 H3/2P
 (∇−∇e)3/2 (7.43)
 Con esta ecuacion podrıamos calcular el flujo convectivo de energıa si su-pieramos calcular∇e−gad. Para hacerlo, observemos que la temperatura internade la partıcula fluida depende tanto de la compesion adiabatica de la misma co-mo del intercambio de calor por radiacion con el exterior. Si la partıcula fluida
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la imaginamos como una esfera de diametro d, la potencia irradiada a traves dela superficie S = πd2 es
 Π =8πacT 3
 3κρ
 ∆T
 dS (7.44)
 y el enfriamiento efectivo en una distancia dr = vdt es(
 d T
 d r
 )
 ir
 = − Π
 ρV cP v(7.45)
 y de aquı deducimos
 ∇e −∇ad =ΠHP
 ρV cP v(7.46)
 En la ecuacion aparece el “factor de forma” de la partıcula fluida `mSV d que
 tradicionalmente se aproxima en la forma 92`m
 . Finalmente, hallamos la ecuacion
 ∇e −∇ad
 ∇−∇e=
 6acT 3
 κρ2cP `mv(7.47)
 Las ecuaciones (7.36), (7.37), (7.42), (7.43) y (7.47) constituyen un sistemade cinco ecuaciones con cinco incognitas (Lrad, Lcon, v,∇e,∇) que puede resol-verse si las variables mecanicas y termicas locales se conocen y si hay algunahipotesis adecuada sobre la longitud de mezcla `m.
 7.3.3. Discusion
 Las ecuaciones mencionadas pueden simplificarse introduciendo las variables
 U =3acT 3
 κρ2cP `2m
 √
 8HP gδ (7.48a)
 W = ∇rad −∇ad (7.48b)
 en terminos de las cuales las ecuaciones de longitud de mezcla pueden llevarsea una unica ecuacion
 (ξ − U)3 +8U
 9(ξ2 − U2 −W ) = 0 (7.49a)
 en dondexi2 = ∇−∇ad + U2 (7.49b)
 que puede llamarse la ecuacion resolvente del problema del transporte convec-tivo. Observese que aun es necesario hacer alguna hipotesis sobre la longitud demezcla.
 No es difıcil demostrar que la variable U es del orden del tiempo de caıdalibre τf =
 √
 2HP/g de la partıcula fluida dividido su tiempo de enfriamientoτc ∼ ρd3cp∆T/Π. Es por lo tanto, una medida de la eficiencia de la conveccion.
 1. Cuando U ¿ 1, la partıcula no pierde energıa en el movimiento y laconveccion es eficiente. En ese caso, ∇ → ∇ad y la energıa es transportadamuy eficientemente por la conveccion.
 2. Cuando U À 1 la conveccion es ineficiente y ∇ → ∇rad: la energıa estransportada por radiacion.
 3. En los casos intermedios U ∼ 1 el ∇rad < ∇ < ∇ad y se dice que eltransporte es superadiabatico.
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Problemas 7.3
 Problema 7.3.1 (Criterio de estabilidad de Ledoux).Probar que si la composicion quımica varıa con la posicion, la condicion deestabilidad puede escribirse
 ∇rad < ∇ad +φ
 δ∇µ (7.50)
 Problema 7.3.2 (Ecuacion resolvente). 1. Probar que el sistema de ecua-ciones de transporte radiativo reduce a la solucion de la ecuacion (7.49a).
 2. Expresar todas las incognitas del problema en funcion de la variable ξ.
 Problema 7.3.3 (Significado fısico de U).Probar que U ∼ τf/τc.
 Notas bibliograficas
 Las referencias [34, 98, 35, 70] exponen con cuidado la teorıa del transportede energıa en las estrellas.
 Las mismas referencias exponen tambien la teorıa de la opacidad estelar. Laexposicion de [35] es espacialmente detallada. El libro de Harwitt [62] contieneuna introduccion didactica muy instructiva. En Internet hay numerosas tablasde opacidades, calculadas en condiciones termodinamicas diferentes.
 La teorıa de la conveccion libre es de una endiablada dificultad. La referencia[77] trae una breve introduccion al tema. La teorıa de la turbulencia sigue siendouna de las mas difıciles. La referencia [64] trae una completa introduccion teoricay experimental al tema. El capıtulo 5 de la misma incluye una discusion de lasteorıas de longitud de mezcla. El tratamiento de la Seccion 7.3 se basa sobre eltratamiento de [70].
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Capıtulo 8
 Fuentes de energıa estelar
 Queda una ultima tarea por hacer, antes de disponer de un conjunto com-pleto de ecuaciones de estructura estelar: definir las fuentes de energıa q quemantienen su brillo.
 Estas fuentes, como propuso Eddington en la decada del 20, son los procesosde nucleosıntesis que ocurren en los interiores estelares y que proporcionan nosolo la energıa estelar sino que determinan la composicion quımica de la Galaxia.
 Los procesos de nucleosıntesis se producen a traves de reacciones nucleares:procesos de colisiones entre nucleos que liberan energıa a traves de la formacionde productos de reaccion. La teorıa de colisiones nucleares, y la de estructuranuclear por supuesto, forman la base de la teorıa de la nucleosıntesis estelar y dela liberacion de energıa en estrellas. En las primeras secciones de este capıtuloresumiremos dicha teorıa y luego desarrollaremos su aplicacion a los interioresestelares.
 8.1. Propiedades nucleares
 Repasaremos aquı unas pocas propiedades nucleares que son muy relevantespara el problema de interiores estelares.
 8.1.1. Radios y densidades
 Los radios y densidades nucleares se pueden medir con mucha precision usan-do dispersion de electrones en nucleos, pues la seccion eficaz depende de ladistribucion de carga electrica. Esta medida proporciona directamente la distri-bucion de protones. El resultado experimental es que esta puede ajustarse conuna funcion de la forma
 n(r) =n0
 1 + er−Rb
 (8.1a)
 en donde R es el radio nuclear, que depende del numero de masa A
 R = r0A13 r0 = 1,1 fm (8.1b)
 y b es el “espesor” de la superficie nuclear, que es independiente de A
 b ' 0,55 fm (8.1c)
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 Figura 8.1: Distribucion de nucleos estables en la naturaleza.
 El parametro de densidad n0 depende suavemente del cociente Z/A, pero ladensidad de nucleones
 nN =A
 Zn0 ' 0,15 fm−3 (8.1d)
 es practicamente independiente de A.Las consecuencias de este comportamiento son importantes: los nucleos atomi-
 cos se comportan como gotas de un fluido incompresible, con una denisdad
 ρ = mnn0 ' 2,5× 1014 g/cm3 (8.2)
 8.1.2. Masas y energıas de ligadura
 Otra de las propiedades importantes de los nucleos es su energıa de ligadu-ra, que esta ligada con su masa. La estabilidad del nucleo atomico exige quelas energıas de ligadura sean lo suficientmente grandes. Un estudio sistematicomuestra que los nucleos atomicos estables no estan distribuidos al azar. En elplano N,Z ocupan una region delgada, en forma de pluma (Figura 8.1).
 Las masas nucleares, otra de las propiedades nucleares importantes, se puedemedir con espectroscopıa de masas o con reacciones nucleares1.
 En el primer caso, el atomo ionizado se inyecta con velocidad v en un campomagnetico B que lo obliga a moverse en un cırculo de radio
 evB =Mv2
 R(8.3)
 1La primera tecnica mide masas inerciales, la segunda masas en reposo. La validez delPrincipio de Equivalencia de Einstein garantiza la identidad de ambos conceptos.
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Una medida cuidadosa del radio del cırculo y la velocidad permiten medir lasmasas con mucha precision.
 En una reaccion nuclear, en que una partıcula a incide sobre un nucleo A,dando origen a una partıcula b y un nucleo residual B
 a+A→ B + b (8.4)
 la energıa y el impulso deben conservarse. Usando cinematica relativista
 pµa + pµA = pµB + pµb (8.5)
 Se llama Q de la reaccion a la cantidad
 Q = (ma +mA −mb −mB)c2 (8.6)
 y esta puede determinarse si se miden las energıas cineticas del proyectil a y delproducto re reaccion b en el SR del laboratorio.
 Los dos metodos tienen una extraordinaria precision y con ellos se han me-dido las masas de los nucleıdos a lo largo (y a los lados) de la tabla periodica.La precision de las medidas es tan grande que los factores de conversion al SIno se conocen con precision suficiente para medirlos en gramos y se trabaja conla unidad de masa atomica, definida de modo que
 MC12 = 12 u (8.7)
 Factores de conversion aproximados (pero suficientes para lo que sigue) son
 1 u = 1,661× 10−24 g (8.8)
 1 uc2 = 931,5 MeV (8.9)
 La cantidad mas importante es la energıa de ligadura del nucleo. Esta sedefine como la diferencia entre las masas de los constituyentes (protones y neu-trones) y la masa del nucleo2
 EB = (ZmP +NmN −m)c2 (8.10)
 y aun mas importante es la energıa de ligadura por nucleon EB/A.La Figura 8.2 muestra esta propiedad como funcion del numero de masa A:
 es muy pequena en los nucleos livianos A . 12, pero crece rapidamente hasta unancho maximo alrededor de A ∼ 55 (que corresponde al hierro) y luego decrecelentamente. El valor medio de EB/A ∼ 8 Mev/nuc.
 Esto significa que es posible liberar energıa formando nucleos mas pesados,pero con A < 56, a traves de la fusion de protones. Por el contrario, para formarnucleos con A > 56 en necesario inyectar energıa al sistema. Estas observacionesson la base del mecanismo de produccion de enrgıa estelar y de la nucleosıntesisestelar.
 2Esta definicion es convencional, para que la energıa de ligadura sea una cantidad positiva.
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 Figura 8.2: Energıa de ligadura por nucleon en funcion del numero de masa.
 8.1.3. La formula semiempırica de masas
 En muchas aplicaciones a problemas de nucleosıntesis, es necesario podercalcular con buena precision la energıa de ligadura (o la masa) de un nucleo dado.El ejemplo mas sencillo de estas formulas de masa es la formula semiempıricade masa, propuesta por primera vez por Bohr y Weisskopf.
 Se imagina el nucleo atomico como una gota de lıquido (el llamado modelonuclear de la gota lıquida) y se estiman las distintas contribuciones a la energıade ligadura por analogıa con la termodinamica de un fluido
 Termino de volumen: La primera contribucion es analoga a la energıa inter-na de un lıquido: proporcional al volumen o, recordando que el “fliudonuclear” es casi incompresible
 EV = −aVA (8.11a)
 Termino de superficie: La siguiente contribucion es analoga a la tension su-perficial de un lıquido: los nucleones de la “superficie nuclear” sienten laatraccion de los que estan en el seno del nucleo, pero no esta compensadapor otros exteriores. Recordando la expresion para el radio (8.1b)
 ES = aSA23 (8.11b)
 Termino Coulombiano: Los nucleos atomicos estan cargados y eso produce
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 Figura 8.3: Esquema del origen de la energıa de asimetrıa.
 ina importante contribucion a la energıa de ligadura
 EC = aCZ2
 A13
 (8.11c)
 Termino de asimetrıa: Las tres contribuciones anteriores tienen analogıasclasicas. Pero el fluido nuclear es un fluido cuantico de Fermi y debe satis-facer el principio de Pauli. Ahora bien, para un numero dado de nucleonesA, el mınimo de energıa se obtiene con igual numero de protones y neutro-nes, mientras que si N 6= Z hay nucleones que ocupan estados de mayorenergıa (Figura 8.3). El efecto neto puede representarse en la forma
 EA = aA(z − A/2)
 A(8.11d)
 Termino de apareamiento: Ademas de las anteriores, que son las dominan-tes, hay muchas contribuciones pequenas a la energıa de ligadura, queprovienen de la idiosincracia de las fuerzas nucleares. La mas importan-te es la tendencia de los nucleones a disminuir la energıa cuando un parcon spines opuestos ocupa un estado proximo a la superficie de Fermi delfluido nuclear. Esto da origen a un termino de la forma
 EP =aP√A
 −1 Z,N pares
 +1 Z,N impares
 0 en los demas casos
 (8.11e)
 La expresion final de la energıa de ligadura se obtiene sumando los terminosanteriores
 EB = EA + ES + EC + EA + EP (8.12)
 y los parametros aV , aS , aC , aA, aP se ajustan por cuadrados mınimos para re-producir las energıas de ligadura de los nucleos estables. Valores razonables delos mismos pueden verse en la Tabla 8.1.
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La formula semiempırica de masas reproduce muy bien las energıas de li-gadura por nucleon EB/A cerca de la lınea de estabilidad, como puede verse enla Figura 8.2. Tambien explica la forma de la region de estabilidad, como unacompetencia entre la energıa coulombiana, que tiende a disminuir el numero deprotones Z y la energıa de asimetrıa, que tiende a hacerlo igual a N .
 8.1.4. El modelo nuclear de capas
 El modelo de la gota lıquida explica muy bien las energıas de ligadura porpartıcula, pero hay otros fenomenos nucleares que sugieren una estructura nu-clear de capas, similar a la existente en la estructura atomica. Por ejemplo, losnucleos con numero de protones o neutrones igual a uno de los numeros magicos
 2 8 20 28 50 82 126 (8.13)
 son particularmente estables. Por ejemplo, hay un gran numero de isotoposestables del estano Z = 50, y tambien pueden verse varios isotonos estables conN = 86 en la Figura 8.1. Ademas, los nucleos
 22He4 8
 8O16 20
 20Ca40 82
 126Ca208 (8.14)
 llamados doblemente magicos son mucho mas estables que sus vecinos, comopuede observarse en la Figura 8.2. Ademas, otras propiedades nucleares, comolos momentos cuadrupolares, son muy pequenos cuando Z o N es un numeromagico.
 La existencia de los numeros magicos puede explicarse suponiendo que losnucleones se mueven libremente en un pozo de potencial promedio, generado porsus interacciones mutuas (Figura 8.3). Por ejemplo, el potencial puede pensarsecomo un pozo cuadrado o tambien un oscilador armonico (eventualmente corta-do). Sin embargo, un modelo de potencial no producirıa la sucesion de niveles deenergıa, que puede inducirse de los spines y niveles excitados de nucleos cercanosa los magicos. Para reproducir esta ultima, es necesario suponer que existe unafuerte interaccion spin-orbita, con el signo opuesto a la correccion relativista,que separa los niveles de energıa de distinto j = l+ s. El hamiltoniano total deun nucleon en el potencial promedio tiene la forma
 HSM =p2
 2m+ V (r)− λ
 2mc2r
 d V
 d rl · s (8.15)
 El modelo nuclear de capas, pese a sus obvias limitaciones, se ha transforma-do en el modelo por excelencia. Usando una buena representacion de las fuerzasnucleares puede servir como punto de partida para calculos de estrucutura nu-clear muy completos, al menos en el caso de nucleos livianos.
 Problemas 8.1
 Problema 8.1.1 (Q de una reaccion nuclear).Probar que en el lımite no relativista, el Q de la reaccion (8.4) es igual a
 Q = Tb
 (
 1 +mb
 mB
 )
 − Ta(
 1− ma
 mB
 )
 − 2
 mB
 √
 TaTbmamb cos θ (8.16)
 en donde Ta, Tb son las energıas cineticas del proyectil y el producto de reaccion.
 128

Page 130
                        

aV aS aC aA aP(MeV) 15,75 17,80 0,711 94,78 11,18
 Cuadro 8.1: Parametros de la Formula semiempırica de masas.
 Problema 8.1.2 (Energıa de desintegracion).Un nucleo A se desintegra en otro B y un producto de desintegracion b. Usandoconservacion de enrgıa e impulso, calcular la diferencia de masas mA −mB apartir de la energıa cinetica relativista de b.
 Problema 8.1.3 ( Tension superficial del fluido nuclear).Calcular la tension superficial del fluido nuclear, a partir de los parametros dela formula semiempırica de masas. ¿Cual es la masa que puede soportar 1 cm2
 de fluido nuclear?
 Problema 8.1.4 (Lınea de estabilidad).Hallar la ecuacion de la lınea de estabilidad. Comparar con los resultados de laFigura 8.1.
 8.2. Repaso de teorıa de la dispersion
 El problema del choque entre partıculas tiene una extraordinaria importanciaen la teorıa de Interiores Estelares, pues da cuenta tanto de la opacidad dela materia estelar como de las fuentes de energıa estelares. Pero ademas, lainformacion necesaria para calcular tanto una como la otra se obtiene a partirde experimentos de dispersion y estos pueden servir como modelo del problemaa resolver.
 En un experimento tıpico de colision, un haz de partıculas de impulso p seenvıa sobre un blanco (otra partıcula, o un objeto compuesto como un nucleoo un atomo) y se examina con un detector adecuado el numero de partıcu-las salientes (partıculas dispersadas) en un angulo solido dado dΩ(θ, φ). Estaspartıculas pueden ser las originales que solo han sido cambiadas de direccionpor el choque (dispersion elastica) o pueden haber perdido parte de su energıa(dispersion inelastica) o pueden ser partıculas distintas de la inicial, y entoncesse ha producido una reaccion atomica o nuclear.
 Toda la informacion interesante esta contenida en el numero de partıculas detipo i emergentes por unidad de tiempo Ni(θ, φ) dΩ. Este numero depende, demanera trivial, del numero de partıculas incidente pero se obtiene una cantidadque depende solo del sistema dividiendo por el flujo incidente j el numero departıculas por unidad de tiempo y de area
 σi(θ, φ) dΩ =Ni(θ, φ) dΩ
 j(8.17)
 Esta cantidad se llama seccion eficaz diferencial de dispersion y depende solode la estructura del sistema.
 En lo que sigue, mostraremos como se calculan estas cantidades en MecanicaCuantica, usando la descomposicion en ondas parciales y discutiremos lımitesinteresantes en la teorıa de interiores estelares.
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PSfrag replacements
 p
 p′
 V (r)
 θ
 z
 Figura 8.4: Dispersion por un potencial: geometrıa
 8.2.1. Amplitud de dispersion
 Una de las hipotesis importantes para simplificar el tratamiento de los pro-blemas de colision es que las interacciones son de corto alcance: tienden a cerorapidamente cuando la distancia r → ∞3. En este caso, la condicion de con-torno para la partıcula incidente es que su funcion de onda tienda a una ondaplana de impulso p = ~k. Por otra parte, las partıculas dispersadas de alejarande blanco en direccion radial y su funcion de onda tendera a una onda esfericamodulada. En resumen, la condicion de contorno asintotica es
 ψ ∼ eikz +∑
 i
 fi(θ, φ)eikr
 r(8.18)
 en donde hemos elegido el eje z como la direccion de incidencia.La cantidad fi(θ, φ), que tiene dimensiones de longitud, se llama la amplitud
 de dispersion (para la partıcula de tipo i). En lo que sigue, ignoraremos el ındicei. Las cantidades observables j y σ pueden expresarse en funcion de (8.18). Enpoarticular, el flujo incidente j es proporcional a la corriente de probabilidad. Sin0 es la densidad numero de partıculas en el haz, la corriente j es
 j = n0~
 2mi(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) = n0
 ~km
 = n0v (8.19)
 en donde v es el analogo cuantico de la velocidad de la partıcula.Por otra parte,N(θ, φ) dΩ es proporcional a la probabilidad de que la partıcu-
 la atraviese el casquete esferico que subtiende un angulo solido dΩ y esto esproporcional a j′ · dS
 N(θ, φ) dΩ = n0~
 2mi2i Im
 [
 f∗(Ω)e−ikr
 r
 d
 d rf(Ω)
 eikr
 r
 ]
 r2 dΩ
 =~k′
 m|f(Ω)|2 dΩ
 (8.20)
 y finalmente hallamos
 σ(Ω) =k′
 k|f(Ω)|2 (8.21)
 3El potencial coulombiano no cumple con esta condicion y origina interesantes y difıcilesproblemas que discutiremos brevemente mas adelante.
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Por lo tanto, el conocimiento de la amplitud de dispersion basta para calcularla seccion eficaz. La inversa no es cierta pues f es una funcion compleja y soloen condiciones muy excepcionales es posible determinar su fase.
 8.2.2. Ondas parciales
 Propongamonos expresar ψ como una superposicion de soluciones de la ecua-cion de Schrodinger radial. Nos limitaremos al caso de dispersion elastica porun potencial y luego mencionaremos brevemente las modificaciones necesariaspara incluir el caso de reacciones. Nuestra primera simplificacion sera suponerque todo el problema es simetrico alrededor del eje z4.
 Ante todo, observemos que una onda plana puede expresarse como una su-perposicion de ese tipo
 eikz =
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ) (8.22)
 en donde jl(kr) son las funciones de Bessel esfericas y Pl(cos θ) los polinomiosde Legendre. Un desarrollo analogo para la funcion de onda completa es
 ψ(r) =∞∑
 l=0
 (2l + 1)ilul(k, r)
 rPl(cos θ) (8.23)
 en donde ul satisface la ecuacion de Schrodinger radial
 d2 uld r2
 +
 (
 k2 − U(r)− l(l + 1)
 r2
 )
 ul = 0 (8.24)
 y hemos introducido
 k2 =2mE
 ~2(8.25a)
 U(r) =2mV (r)
 ~2(8.25b)
 Ahora bien, a muy grandes distancias del centro dispersor U(r) es despre-ciable y la solucion radial debe tener la forma asintotica
 ul(k, r)
 r∼ Al(k)
 cos(kr − l π2 )kr
 +Bl(k)sen(kr − l π2 )
 kr(8.26)
 Los coeficientes Al(k), Bl(k) no son independientes: estan ligados por la con-dicion de normalizacion. Como las funciones radiales exactas difieren de las fun-ciones de onda libres solo en un entorno del origen, es posible calcular la normade la funcion de onda usando las expresiones asintoticas (8.26)
 4π
 ∫ ∞
 0
 dr u∗l (k′, r)ul(k, r) '
 4π
 kk′
 ∫ ∞
 0
 [
 A∗(k′)Al(k) cos(kr − lπ
 2) cos(k′r − l π
 2)
 + B∗(k′)Bl(k) sen(kr − lπ
 2) sen(k′r − l π
 2)]
 dr
 =π
 2
 [
 |Al(k)|2 + |Bl(k)|2] 1
 kk′δ(k − k′)
 4Esto ya no es cierto si se trabaja con sistemas polarizados o con potenciales no centrales,como los moleculares.
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y por lo tanto los coeficientes deben tener la forma
 Al(k) =
 √
 2
 πcl(k) sen δl(k) (8.27a)
 Bl(k) =
 √
 2
 πcl(k) cos δl(k) (8.27b)
 |cl|2 = 1 (8.27c)
 en donde hemos introducido el corrimiento de fase δl(k). La condicion (8.27c)esta impuesta por la conservacion de la probabilidad y tendremos que relajarlapara describir la dispersion inelastica o reactiva.
 Sustituyendo (8.27) en (8.26) hallamos
 ul(k, r) ∼√
 2
 πcl(k)
 cos(kr − l π2 + δl(k))
 kr(8.28)
 para la forma asintotica de la funcion de onda radial. Lae ecuacion (8.28) mues-tra que el efecto del potencial en una dispersion elastica es introducir la di-ferencia de fase δl(k) entre la funcion de onda incidente y la saliente. Es lainterferencia entre la onda incidente y la saliente la que produce la dispersion.
 Para hallar la amplitud de dispersion usaremos la ecuacion (8.18) y sustitui-remos las formas asintoticas de las funciones radiales
 f(θ)eikr
 r∼1
 r
 ∑
 l
 (2l + 1)ilPl(cos θ)[ul(k, r)− u(0)l (kr)]
 ∼ 1
 2ikr
 ∑
 l
 (2l + 1)ilPl(cos θ)[
 ei(kr−lπ/2)(
 cleiδl − 1
 )
 −e−i(kr−lπ/2)(
 cleiδl − 1
 )
 ]
 (8.29)
 El segundo termino de (8.29) no satisface las condiciones de contorno, ex-cepto cuando
 cl = eiδl (8.30)
 y por lo tanto
 f(θ) =1
 2ik
 ∑
 l
 (2l + 1)(Sl − 1)Pl(cos θ) (8.31)
 en donde hemos introducido la matriz S, Sl = e2iδl , que es diagonal y unitariapara la dispersion elastica. La ecuacion (8.31) es nuestro resultado principal:expresa la amplitud de dispersion en funcion de los corrimientos de fase.
 Otros resultados se obtienen de (8.31) sin dificultades. Por ejemplo, la seccioneficaz total es
 σ(k) =π
 k2
 ∞∑
 l=0
 |Sl − 1|2
 =4π
 k2
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1) sen2 δl(k)
 (8.32)
 como puede demostrarse facilmente.
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 Figura 8.5: Las funciones de onda radiales y la barrera centrıfuga.
 8.2.3. La barrera centrıfuga
 En la Seccion 8.2.2 redujimos el problema de la dispersion por un poten-cial a determinar los desfasamientos δl(k). En principio, estos pueden hallarseintegrando la ecuacion de Schrodinger radial con la condicion de contorno
 ul(k, r) ∼ rl+1 r → 0
 y comparando el comportamiento asintotico de esta solucion con el de la partıcu-la libre a grandes distancias del origen. Este es un trabajo que puede hacerseen forma automatica si se concoce el potencial V (r).
 Pero para que el metodo sea practico, el numero de terminos de la serie de-be ser razonablemente pequeno. La barrera centrıfuga se encarga de esto: si elpotencial es de corto alcance, cuando la barrera centrıfuga sea alta, la partıcu-la no podra penetrarla (o mas bien, su probabilidad de penetracion sera muypequena: Figura 8.5) y no sentira el efecto del potencial. Esto ocurre cuando
 k2 ∼ l(l + 1)
 a2(8.33)
 en donde a es el rango del potencial, y por lo tanto el numero de terminos quecointribuyen a la serie es del orden
 l ∼ ka (8.34)
 Si la energıa es pequena, ka ¿ 1 y solo la onda s l = 0 contribuye a laseccion eficaz. Este es el caso en practicamente todos los problemas importantes
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PSfrag replacements
 θΦ P
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 O z
 Figura 8.6: Esquema de la dispersion coulombiana clasica.
 de la teorıa de interiores estelares. Para k mayor comenzaran a contribuir lasondas p, d etc. De cualquier manera, para energıas razonablemente pequenassolo unos pocos terminos de la serie son necesarios para lograr la convergencia.Por ejemplo, para las fuerzas nucleon-nucleon, a ≈ 2 fm y E < 300 MeV, elnumero de terminos necesarios es
 l ≈ a√
 2mE
 ~2≈ 6
 Experimentalmente se encuentra que las ondas h contribuyen muy poquito.
 8.2.4. Dispersion coulombiana
 El tratamiento que esbozamos en las secciones anteriores no se aplica en pre-sencia del potencial coulombiano Ze2/r, que es de muy largo alcance. La presenciadel potencial Coulombiano5, modifica profundamente el comportamiento de lasondas parciales. En estas notas nos limitaremos a consideraciones mayormentecualitativas sobre el problema.
 En los problemas de interiores estelares el caso mas comun es el de dosnucleos atomicos, ambos cargados positivamente, que chocan entre sı6. Antetodo, examinemos cualitativamente la dispersion coulombiana clasica (Figura8.6). La partıcula clasica sigue una hiperbola con vertice en el punto de retornoP y parametro de impacto b. La secion eficaz diferencial de dispersion esta dada
 5¡El mas comun de los potenciales!6La dispersion electron-nucleo, que se presenta en el calculo de opacidades, puede tratarse
 perturbativamente.
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(en el sistema CM) por la formula de Ruthenford
 d σ
 dΩ=
 Z21Z
 22e
 4
 4m2rv
 4 sen4 θ2
 (8.35)
 en donde Z1e y Z2e son las cargas de las partıculas, v es la velocidad relativa,mr la masa reducida del sistema y θ el angulo de dispersion en el sistema CM7.
 En Mecanica Cuantica, la dispersion colombiana se trata en forma similara la de partıculas que interactuan con potenciales de corto alcance, pero lapresencia del potencial coulombiano cambia el comportamiento asintotico delas soluciones. En lugar de la ecuacion (8.18) la funcion de onda asintotica tienela forma
 ψc ∼ eikz+iη ln k(r−z) +fc(θ)
 reikr−iη ln 2kr+iπ (8.36)
 en donde hemos introducido el parametro de carga
 η =Z1Z2e
 2
 ~v(8.37)
 y la amplitud de dispersion coulombiana
 fc(θ) = −Z1Z2e
 2
 2mrv21
 sen2 12θe−iη ln sen2 1
 2 θ+2iσ0 (8.38)
 que se expresa como funcion del corrimiento de fase coulombiano
 σ0 = arg Γ(1 + iη) (8.39)
 En la ecuacion (8.36) se ve explıcitamente que el largo alcance del potencialcoulombiano distorsiona el comportamiento radial de la funcion de onda, queno puede representarse como una onda plana.
 No es difıcil demostrar que la seccion eficaz correspondiente a la expresion(8.38) es la seccion eficaz de Ruthenford (8.35).
 No es de extranar, pues, que para tratar la dispersion coulombiana con elmetodo de ondas parciales haya que introducir funciones radiales especiales, quereemplazan a las funciones de Bessel esfericas: las funciones de onda coulombia-nas. Estas se definen como las soluciones de la ecuacion de Schrodinger radialcon potencial coulombiano
 d2 wl
 d ρ2+
 (
 1− 2η
 ρ+l(l + 1)
 ρ2
 )
 wl = 0 (8.40a)
 en donde ρ = kr, y con la condicion de contorno
 wl ∼ eiρ−iη ln 2ρ−l π2+σl (8.40b)
 conσl = arg Γ(l + 1 + iη) (8.40c)
 Definidas de esa manera, la parte real de wl es una funcion regular en elorigen Fl(ρ) y mientras que la parte imaginaria es una funcion singular Gl(ρ).
 7La dispersion entre partıculas identicas da lugar a una seccion eficaz mas complicada,llamada la formula de Mott.
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 Figura 8.7: Funciones de onda coulombianas.
 El caso mas importante para la teorıa de interiores estelares es l = 0, cuando secumple
 F0(η, ρ) ' C0(η)ρ[
 1 +O(ρ2)]
 (8.41a)
 G0(η, ρ) '1
 C0(η)
 [
 1 +r
 RB
 (
 lnr
 RBη+Reψ(iη) + 2γ − 1
 )
 +O(ρ2)
 ]
 (8.41b)
 en donde C0 es el factor de Sommerfeld-Gamow
 C0(η) =
 √
 2πη
 e2πη − 1'√
 2πηe−πη, (8.42a)
 RB =~2
 2mrZ1Z2e2(8.42b)
 es el radio de Bohr para el par de partıculas, γ es la constante de Euler-Mascheroni
 γ = 0,577 . . . (8.42c)
 y
 ψ(z) =Γ′(z + 1)
 Γ(z + 1)= −γ +
 ∞∑
 n=0
 (
 1
 n− 1
 n+ z
 )
 (8.42d)
 es la derivada logarıtmica de la funcion gamma.La Figura 8.7 muestra las funciones de onda coulombianas regulares para
 η = 1 y η = 3. La funcion de onda es rechazada por el potencial coulombiano
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y la partıcula no se acerca al origen. El factor de Gamow C0 no solo describeesa repulsion sino que tambien da la probabilidad de penetracion en la barreracoulombiana
 PPen = 2πηe−2πη (8.43)
 Finalmente, examinemos brevemente la definicion del desfasaje δl(k) en pre-sencia del campo coulombiano. Este desfasaje adicional se debe, por supuesto, ala presencia del potencial nuclear que domina a pequenas distancias. Deseamosque la funcion de onda saliente este desfasada en la cantidad δl(k) con respectoa la dispersion colombiana pura y esto se logra definiendo el corrimiento de fasea traves de la ecuacion8
 ul = C0 [G(η, ρ) + cot δ0(k)F (η, ρ)] (8.44)
 pues en ese caso, el comportamiento asintotico de la solucion es el deseado
 ul ∼C0
 sen δ0(k)sen [iρ− iη ln 2ρ+ σ0 + δ0(k)]
 aunque con una normalizacion diferente de la usual.
 Problemas 8.2
 Problema 8.2.1.Hallar el corrimiento de fase δ0 para la dispersion por un pozo cuadrado depotencial
 V (r) = −V0Θ(R− r)
 Problema 8.2.2.Lo mismo, pero para un potencial repulsivo. ¿Que relacion tienen los signos delpotencial con los del desfasaje?
 Problema 8.2.3.En el problema anterior, discutir el lımite de una esfera rıgida:
 V (r) =
 ∞ r < R
 0 r > R
 Problema 8.2.4.Probar que la solucion de la ecuacion de onda Colombiana puede escribirse enla forma
 wl = Fl + iGl =i
 2l + 1
 e−iρρ−l
 Cl(η)
 ∫ ∞
 0
 e−ttl−iη(t+ 2iρ)l+1ηdt (8.45)
 Problema 8.2.5.Hallar el desfasaje para un pozo cuadrado, rodeado de un potencial coulombiano
 V (r) =
 −V0 r < RZe2
 r r > R
 8Nos limitamos a la onda s, que es el caso mas importante en los interiores estelares.
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8.3. Dispersion inelastica
 En la Seccion 8.2 nos limitamos a la dispersion elastica, en donde se conservala energıa de la partıcula incidente, pero las colisiones importantes en el procesode nucleosıntesis son las inelasticas, donde no solo se intercambia energıa con elblanco sino que tambien puede cambiar la naturaleza de la partıcula emitida.Ası, por ejemplo, las reacciones nucleares
 H1 +H1 → D2 + e+ + ν (8.46a)
 D2 +H1 → He3 + γ (8.46b)
 He3 +He3 → He4 + 2H1 (8.46c)
 producen He4 a partir del hidrogeno a traves de cambios en la energıa y natu-raleza del proyectil y el blanco
 Sorprendentemente, en las condiciones de los interiores estelares estos com-plejos procesos nucleares pueden tratarse en forma razonablemente sencilla,princ¡ipalmente gracias a las bajas energıas en que se producen las colisiones.
 8.3.1. Secciones eficaces inelasticas
 Busquemos una descripcion sencilla de la dispersion inelastica de un haz departıculas de impulso ~k. La forma de hacerlo es contar cuantas de las partıcu-laas incidentes desaparecen en la region de dispersion, ya sea por perder suenergıa (reaccion directa) o por ser absorbida por el blanco y reemplazada porotra reacciones de reordenamiento.
 En la ecuacion (8.29) el segundo termino representa una corriente entrante departıculas de impulso ~k e impulso angular l. Este termino puede interpretarsecomo consecuencia de la absorcion de la corriente incidente por el blanco. Paraque esta corriente no se anule, debemos relajar la condicion (8.30) en la forma
 cl = e−2µl(k)+iδl(k) (8.47)
 en donde µl se llama el parametro de inelasticidad.La amplitud de dispersion ahora puede escribirse en forma analoga a (8.31)
 f(θ) =1
 2ik
 ∑
 l
 (2l + 1)(SInl − 1)Pl(cos θ) (8.48)
 conSInl = e−2µl(k)+iδl(k) = e2i(δ+iµ) (8.49)
 que es la matriz S inelastica. Observemos que obtenemos la matriz S inelasticautilizando un desfasaje complejo, con parte imaginaria igual al parametro deinelasticidad.
 La seccion eficaz elastica esta definida por la parte saliente de la funcion deonda y se obtiene entonces la misma expresion analıtica de la seccion eficaz
 σel =π
 k2
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)∣
 ∣SInl − 1∣
 ∣
 2(8.50a)
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La seccion eficaz de reaccion, en cambio, esta descripta por la diferencia entrelas corrientes entrantes y salientes
 σre =π
 k2
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)(1−∣
 ∣SInl∣
 ∣
 2) (8.50b)
 y obviamente se anula en el caso elastico. Finalmente, la seccion eficaz total esla suma de ambas contribuciones
 σtot =2π
 k2
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)(1− ReSInl ) (8.50c)
 Las expresiones anteriores requieren modificaciones obvias en presencia deun campo coulombiano.
 8.3.2. Canales de reaccion
 La teorıa anterior, ocultando los detalles de la absorcion, describe sencilla-mente el proceso de desparicion de partıculas. Pero para estudiar los procesosde nucleosıntesis en interiores estelares necesitamos un poco mas de detalles.Examinemos, en forma muy esquematica, la nocion de canales de reaccion.
 En un choque entre nucleos pueden producirse distintas reacciones nucleares.Por ejemplo, en etapas tardıas de evolucion estelar son muy importantes lasreacciones de quema de carbono
 C12 +C12 → C12 +C12 (8.51a)
 → C12 +C∗12 (8.51b)
 → Mg24 + γ (8.51c)
 → Na23 + p (8.51d)
 → Ne20 + α (8.51e)
 · · · (8.51f)
 Cada una de las lıneas en las ecuaciones (8.51) se llama un canal de reaccion,que indicaremos con la notacion (α→ β): la letra α designa el canal de entrada ycon β designamos los demas canales de salida. Las secciones eficaces, amplitudesde dispersion, etc, se designaran con la pareja de canales, por ejemplo σ(α→ β).
 La lista (8.51) tiene algunas caracterısticas interesantes. La primera lınea,(8.51a) se llama el canal elastico: representa la dispersion elastica y esta siemprepresente. La segunda lınea (8.51b) es un canal inelastico de excitacion: uno delos nucleos de carbono queda en un estado excitado y la energıa cinetica de CMdel sistema disminuye. Puede haber, por supuesto, muchos canales de exitacionpresentes. Estos canales no contribuyen a la nucleosıntesis.
 Los otros canales de la lista representan los canales de reaccion: los nucleosen el estado final son diferentes de los nucleos iniciales. Son estos los responsablesde la nucleosıntesis estelar.
 Las leyes generales de la Mecanica Cuantica afirman que el estado final deuna reaccion cualquiera (α→ β) debe poder escribirse en la forma
 |β〉 = S(α→ β) |α〉 (8.52)
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en donde S(α→ β) es el operador de dispersion.Puesto que el sistema en el estado inicial α debe ir a parar a algun otro
 estado β (que satisfaga las leyes de conservacion apropiadas) la probabilidadtotal debe conservarse, y por lo tanto
 ∑
 β
 S†(α→ β)S(α→ β) = I (8.53)
 que se conoce como la relacion de unitariedad. Podemos escribirla de manera maselegante si consideramos todas las posibles reacciones, desde cualquier estadode entrada a cualquier estado de salida. Los distintos operadores de dispersionpueden combinarse en un gran operador S llamado la matriz S o matriz dedispersion que debe satisfacer la propiedad de unitariedad
 S†S = SS† = I (8.54)
 No es difıcil demostrar que las amplitudes de dispersion pueden expresarse,despues de una descomposicion en ondas parciales, en la forma
 f(α→ α) =1
 2ikα
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1) (Sl(α→ α)− 1)Pl(cos θ) (8.55a)
 f(α→ β) =1
 2i√
 kαkβ
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)Sl(α→ β)Pl(cos θ) (8.55b)
 de donde pueden deducirse las secciones eficaces en la forma usual.Las secciones eficaces para un par de canales inversos σ(α→ β) y σ(β → α)
 no son independientes: estan ligadas por la relacion de microreversibilidad
 gαk2ασ(α→ β) = gβk
 2βσ(β → α) (8.56)
 que tiene importantes consecuencias en termodinamica.
 8.3.3. Reacciones con nucleo compuesto
 La mayor parte de las reacciones nucleares que ocurren en las condicionestıpicas de los interiores estelares pueden describirse con un modelo de dos etapas:en la primera, el canal de reaccion α, el proyectil a es absorbido por el blanco A
 formando un estado intermedio llamado nucleo compuesto C. Luego, el nucleocompuesto decae en en algun canal de reaccion β, formado por el nucleo residualB y la partıcula emitida b. Este modelo se llama modelo de nucleo compuesto(Figura 8.8).
 Intuitivamente, el nucleo compuesto se forma cuando el proyectil se fundecon el resto del nucleo y reparte su energıa entre todos los nucleones presentes.El sistema ası excitado se torna “caotico”9 y los estados del nucleo compuestotienen como consecuencia vidas medias muy largas, comparadas con la escalatıpica de los sistemas nucleares, ya que raramente un nucleon (o un grupo de nu-cleones) adquirira la energıa necesaria para escapar del sistema. Los estados delnucleo compuesto tienen, como consecuencia, un ancho relativamente pequenoen energıa.
 9En el sentido tecnico de la palabra.
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 Figura 8.8: Esquema del mecanismo de nucleo compuesto
 Como el nucleo compuesto vive mucho tiempo, “olvida” completamente (ex-cepto por las cantidades conservadas, energıa, carga, impulso angular) el meca-nismo de formacion y los canales de salida β son completamente independientesde los de entrada. De este modo, una reaccion que se produce por formacion denucleo compuesto procede en dos etapas independientes:
 1. Captura del proyectil por el blanco, seguida por la formacion del nucleocompuesto.
 2. Evaporacion del nucleo compuesto, por emision de partıculas, dandolugar a un nucleo residual.
 Llamemos σc(α) a la seccion eficaz de formacion del nucleo compuesto C atraves del canal α. Por la hipotesis de independencia, la seccion eficaz de reaccionα→ β es el producto de la seccion eficaz de formacion del nucleo compuesto atraves del canal α por la probabilidad de evaporacion a traves del canal β
 σ(α→ β) = σc(α)Gc(β) (8.57)
 La cantidad Γβ(Ec) se llama tambien razon de ramificacion10.Por simplicidad, dejaremos de lado la dependencia de la probabilidad de
 evaporacion con otros numeros cuanticos conservados, tales como el impulsoangular y la paridad. En ese caso, Gc(β) depende solo de la energıa de exci-tacion del nucleo compuesto Ec. Esta cantidad no esta perfectamente definidajustamente porque el nucleo compuesto tiene una vida media finita τβ(Ec) porsu posibilidad de evaporacion a traves del canal β y por lo tanto el estado tieneun ancho finito
 Γβ(Ec) =~
 τβ(Ec)(8.58)
 10En ingles: branching ratio.
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El ancho total de evaporacion es la suma de los anchos de cada canal
 Γ(Ec) =∑
 β
 Γβ(Ec) (8.59)
 y la probabilidad de evaporacion a traves del canal β es
 Gc(β) =Γβ(Ec)
 Γ(Ec)(8.60)
 Ahora bien, las secciones eficaces de reaccion deben satisfacer la relacion demicroreversibilidad (8.56) y por lo tanto
 gαk2ασc(α)
 Γα(Ec)= gβ
 k2βσc(β)
 Γβ(Ec)= F (Ec) (8.61)
 en donde F es una funcion que depende de la energıa pero no del canal. Deeste modo, es posible eliminar los anchos de evaporacion de la expresion para lareazon de ramificacion (8.60) y escribir la seccion eficaz de reaccion en la formasimetrica
 σ(α→ β) =k2βσc(α)σc(β)∑
 λ k2λσc(λ)
 (8.62)
 Esta expresion, que muestra en forma obvia las dos etapas del proceso, des-cribe a grandes rasgos la fromacion del nucleo compuesto. Su generalizacion asistemas con impulso angular bien definido es la formula de Feshbach-Hauser.
 8.3.4. Reacciones resonantes
 Sin embargo, todos los procesos inelasticos con formacion del nucleo com-puesto deben estar dominados por los estados “cuasiligados” del mismo. Por lotanto, la forma de la amplitud de dispersion para el canal (α→ β) debe ser11
 S(α→ β) =√
 SαSβ
 [
 δαβ −∑
 a
 ΓaMaαβ
 E − Ea +12 iΓa
 ]
 (8.63)
 en donde hemos abreviado Sα = Sl(α→ α).El primer termino de (8.63) es la contribucion de la dispersion elastica,
 siempre presente, y que se representa en la forma (8.49). El segundo terminorepresenta la contribucion de el estado a del nucleo compuesto a la reaccion. Lamatriz M describe las amplitudes de transicion entre los distintos canales.
 Consideremos un unico nivel del nucleo compuesto. No es difıcil demostrarque la relacion de unitariedad (8.54) aplicada a la amplitud (8.63) da el resultado
 (Maαβ)
 ∗
 E − Ea − i2Γa
 −Ma
 αβ
 E − Ea +i2Γa
 =iΓa
 ∑
 γ MaαγM
 aγβ
 (E − Ea)2 +14Γ
 2a
 (8.64)
 Para que esta ultima ecuacion sea valida para toda energıa E la matriz Mdebe satisfacer las ecuaciones
 ReMa = 0 (8.65a)
 Ma = (Ma)2
 (8.65b)
 11Nos limitamos a la onda parcial l = 0, la mas comun en interiores estelares.
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 Figura 8.9: Resonancia tıpica en el nucleo compuesto
 y estas ecuaciones implican que M es un proyector. No es difıcil demostrar quedebe cumplirse:
 Maαβ =
 √
 ΓaαΓ
 aβ
 Γa(8.66a)
 ∑
 α
 Γaα = Γa (8.66b)
 en donde las cantidades Γaα se llaman anchos parciales del nivel a.
 Con las expresiones anteriores podemos calcular las secciones eficaces corres-pondientes
 σre(α→ α) =π
 k2ΓaαΓ
 aβ
 (E − Ea)2 +Γ2a
 4
 (8.67)
 que se llama la formula de Breit-Wigner. Describe la dispersion inelastica reso-nante con un nivel del nucleo compuesto.
 Problemas 8.3
 Problema 8.3.1 (Demostraciones).Demostrar las espresiones (8.50) para las secciones eficaces.
 Problema 8.3.2 (Secciones eficaces en funcion de δ y µ).
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Demostrar las expresiones siguientes para las secciones eficaces
 σel =π
 k2
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)e−2µl(cosh 2µl − cos 2δl) (8.68a)
 σre =π
 k2
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)e−2µl senh 2µl (8.68b)
 σtot =2π
 k2
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1)(
 1− e−2µl cos 2δl)
 (8.68c)
 Problema 8.3.3 (Dispersion por una esfera opaca).Se llama esfera opaca a un blanco de radio R que absorbe todas las partıculasque inciden sobre el. Demostrar que
 σel = σre = πR2 (8.69)
 y que por lo tanto la seccion eficaz total es el doble de la geometrica, aun en ellımite clasico lÀ 1.
 Problema 8.3.4 (Secciones eficaces inelasticas generales).Demostrar a partir de las ecuaciones (8.55) que las correspondientes seccioneseficaces son
 σ(α→ α) =π
 k2α
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1) |Sl(α→ α)− 1|2 (8.70a)
 σ(α→ β) =π
 k2α
 ∞∑
 l=0
 (2l + 1) |Sl(α→ β)|2 (8.70b)
 Problema 8.3.5 (Microreversibilidad).Demostrar la relacion de microreversibilidad (8.56).
 Problema 8.3.6 (Amplitudes de dispersion y matriz S).Mostrar que las amplitudes de dispersion f(α→ β) estan conectadas con lamatriz S a traves de las ecuaciones
 S(α→ β) = δαβ + 2i√
 kαkβ f(α→ β) (8.71)
 El operadorT = −2i
 √
 kαkβ f(α→ β) (8.72)
 se llama la matriz de transicion y es muy importante en la teorıa formal de ladispersion.
 8.4. Generacion de energıa en estrellas
 La generacion de energıa en interiores estelares se produce a traves de reac-ciones nucleares controladas por la temperatura del sistema y en esto no difierende las reacciones quımicas que se producen al hacer un asado. Pero mientras queestas ultimas son complicadas por la heterogeneidad del carbon y la complejidadde las moleculas de proteına, las reacciones “alquımicas” en estrellas son muysencillas y pueden analizarse profundamente.
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Ademas de la homogeneidad del medio gaseoso, otra circunstancia que sim-plifica el tratamiento es que la mayor parte de las reacciones nucleares se pro-ducen a muy bajas energıas, en donde la seccion eficaz toma una forma sencillay universal.
 8.4.1. Aproximacion del rango efectivo
 Estudiemos la dispersion elastica en un sistema a muy bajas energıas, do-minada por la onda s. Supongamos por sencillez que el potencial U(r) =2mV (r)/~2 es de corto alcance y luego comentaremos generalizaciones a otrossistemas.
 Escribamos la ecuacion de Schrodinger del sistema para dos energıas dife-rentes
 u′′1 +[
 k21 − U(r)]
 = 0
 u′′2 +[
 k22 − U(r)]
 = 0(8.73)
 Multiplicando la primera ecuacion por u2, la segunda por u1 y restando obte-nemos
 d
 d r(u1u
 ′2 − u2u′1) + (k21 − k22)u1u2 = 0
 que puede reescribirse en la forma
 u1u′2 − u2u′1|
 R0 = u1(R)u
 ′2(R)− u2(R)u′1(R) = (k22 − k21)
 ∫ R
 0
 u1u2dr (8.74)
 en donde hemos usado la condicion de contorno ui(0) = 0 y hemos introducidoel radio arbitrario R. Esta ultima cantidad es muy molesta, pero no podemoseliminarla en la ecuacion (8.74) porque las funciones u1, u2 no tienden a cero enel infinito sino que se comportan como partıculas libres desfasadas
 ui ∼sen(kir + δi)
 ki(8.75)
 Pero lo que podemos hacer es comparar la ecuacion (8.74) con otra analogapara el caso de partıcula libre, ya que el potencial se elimina. Introduzcamosdos funciones de onda de partıcula libre u0i con las mismas energıas y el mismocomportamiento asintotico que las ui. La ecuacion analoga a (8.74) es
 u01(R)u02′(R)− u02(R)u01
 ′(R)−
 (
 sen δ1 cos δ2k1
 − sen δ2 cos δ1k2
 )
 =
 (k22 − k21)∫ R
 0
 u01u02dr
 (8.76)
 en donde el segundo termino es el valor del Wronskiano de comparacion en elorigen. Restando las ecuaciones (8.74) de (8.76) obtenemos la ecuacion funda-mental de la teorıa
 sen δ1 cos δ2k1
 − sen δ2 cos δ1k2
 = (k22 − k21)∫ ∞
 0
 (
 u1u2 − u01u02)
 dr (8.77)
 en donde hemos hecho R→∞ pues el integrando tiende rapidamente a cero.En lo que sigue, supondremos que el potencial U(r) se anula cuando r > R0,
 una restriccion que no es muy importante para potenciales de corto alcance. En
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 Figura 8.10: Las funciones de onda exactas y de comparacion cerca del origen
 ese caso u(r) = u0(r) cuando r > R0, la funcion de onda toma la forma (8.75)y para k pequeno y r proximo al origen
 u1 ' r +δ0k
 r > R0 (8.78)
 Para averiguar el comportamiento del desfasaje δ0 cuando k → 0 debemosexaminar la solucion ui cerca del origen. La Figura 8.10 muestra esquematica-mente la solucion u1 y la de comparacion u01, cuando potencial U(r) se comportabien cerca del origen (por ejemplo, si es acotado o a lo sumo diverge como r−1).Si la energıa tiende a cero E ¿ U(r), la ecuacion de Schrodinger cerca del origentoma la forma
 u′′ − U(r)u(r) = 0 (8.79)
 y por lo tanto la solucion u1 = f(r) de (8.79) no depende de la energıa. Estaultima solucion debe unirse a (8.78) en el punto R0 de modo que u1 sea continuacon derivada continua (Figura 8.10)
 f(R0) = R0 +δ0k
 f ′(R0) = 1
 y por lo tantoδ0k
 = f(R0)−R0 = −a (8.80)
 en donde a es una constante caracterıstica del potencial que se llama la longi-tud de dispersion. Geometricamente, es menos la abscisa en que la solucion decomparacion se anula. El desfasaje δ0 es proporcional al impulso del proyectilpara energıas sumamamente pequenas.
 Volviendo a la ecuacion (8.77), que es exacta, multipliquemosla por k1
 sen δ1k2
 sen δ2y pasemos al lımite k1 → 0 para hallar
 k2 cot δ2 = −1
 a+
 k32sen δ2
 ∫ ∞
 0
 (
 u1u2 − u01u02)
 dr
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Ahora, consideremos a k2 pequeno, pero no nulo. Podemos utilizar (8.80) enel segundo miembro de (8.4.1) y desarrollar u2 en serie de Taylor alrededor dek2 = 0. De este modo hallamos la aproximacion del rango efectivo
 k cot δ = −1
 a+
 1
 2r0k
 2 (8.81)
 en donde
 r0 =2
 a2
 ∫ ∞
 0
 (
 u02 − u2
 )
 dr (8.82)
 se llama el rango efectivo de la interaccion. La ecuacion (8.81) se llama tambienaproximacion independiente de la forma pues en todo potencial de la forma
 V (r) = V0f(µr) (8.83)
 es posible elegir los parametros V0 y µ para que reproduzcan los datos observadosa y r0.
 Si usamos la ecuacion (8.32) y despreciamos el termino O(k2) en (8.81)obtenemos la expresion aproximada, valida para pequenas energıas
 σ =4πa2
 1 + (ka)2' 4πa2 (8.84)
 Ası pues, para energıas muy pequenas la seccion eficaz tiende a una cons-tante, caracterizada por la longitud de dispersion a del sistema.
 La teorıa del rango efectivo puede generalizarse para otros casos de dispersionde partıculas, tal como la dispersion en presencia del potencial coulombiano ocon procesos inelasticos. Comentemos brevemente los resultados.
 En el caso de la interaccion en presencia del potencial coulombiano, eligiendouna combinacion adecuada de funciones de Coulomb como funciones de compa-racion se llega a la forma Coulombiana de la aproximacion del rango efectivo
 C2(η) cot δ
 2ηRB+h(η)
 RB= −1
 a+
 1
 2r0k
 2 (8.85)
 En cuanto a la generalizacion a los procesos inelasticos, para la mayor partede las reacciones en interiores estelares basta con aplicar la teorıa de la Seccion8.3.1, introduciendo una longitud de dispersion compleja a = a′ + a′′. Las sec-ciones eficaces elastica y de reaccion resultan, en el lımite de bajısima energıa
 σel = 4π |α|2 (8.86a)
 σre =4π
 k|a′′| (8.86b)
 La seccion eficaz elaqstica es independiente de la energıa, como en el casopotencial, pero la inelastica es inversamente proporcional al impulso del proyec-til, en este caso un neutron. Esta es la ley 1/v de Bethe. Esto significa que amuy pequenas energıas los procesos inelasticos dominan a los elasticos.
 Finalmente, para los procesos inelasticos en presencia del campo coulombia-no, la seccion eficaz de reaccion se obtiene usando la aproximacion del rango
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efectivo para sistemas coulombianos. Un calculo complicado pero sin dificultadesconduce a
 σre =2π~Z1Z2e2
 v2a′′ exp
 (
 −2πZ1Z2e2
 ~v
 )
 (8.87)
 Las ecuaciones (8.86b) y (8.87) son las basicas para describir la produccionde energıa en los interiores estelares.
 8.4.2. Tasas de reaccion
 Consideremos ahora las tasas de generacion de energıa en el ambiente estelar.En un gas neutro, de electrones y nucleones, se producen reacciones nuclearesαi, cada una de las cuales libera una energıa Ei. Nuestro proposito es calcularla energıa liberada
 q = ρε (8.88)
 en donde ε es la energıa liberada por unidad de masa.El calculo de la tasa de reaccion es sencillo, siempre que se disponga de una
 expresion conveniente para la seccion eficaz de reaccion. En efecto, consideremosun nucleo A que sufre el impacto de un proyectil a, definiendo de este modo elcanal de entrada α.
 El numero de reacciones por unidad de tiempo en el canal α, con un blancodado A es igual a la seccion eficaz de reaccion σre por el flujo incidente navrel.El numero total de reacciones por unidad de volumen sera
 r(v) =nAna1 + δaA
 vσre(v) (8.89)
 para un par de partıculas incidentes con velocidad relativa v y hemos expresadola seccion eficaz en funcion de la velocidad. Ademas, introdujimos el factor1 + δaA
 −1 que evita contar doble en el caso de partıculas identicas.Pero el numero de partıculas con velocidad relativa v esta dada por la ley
 de distribucion de Maxwell-Boltzmann
 φ(v) = 4π
 (
 m
 2πkBT
 )
 v2 exp
 (
 − mv2
 2kBT
 )
 dv (8.90)
 en donde m = maMA/ma+MA es la masa reducida del sistema proyectil-blanco.Por lo tanto el numero total de reacciones por unidad de volumen r(ρ, T ) es
 r =nAna1 + δaA
 〈σv〉 (8.91)
 en donde
 λα = 〈σv〉 = 4π
 (
 m
 2πkBT
 )∫ ∞
 0
 v3σre(v) exp
 (
 − mv2
 2kBT
 )
 (8.92)
 se llama la tasa de reaccion por par de partıculas y es la cantidad basica quecontrola la tasa de reaccion.
 El calculo de 〈σv〉 se simplifica mucho debido a la estructura del integrandoen las condiciones usuales en los interiores estelares, donde las energıas tıpicas delas partıculas E ∼ kBT implican la validez de la aproximacion de rango efectivo
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 Figura 8.11: Integrando para el calculo de 〈σv〉. Se grafican el factor de Boltz-mann (Blz), el factor de Gamow (Gam) y su producto (Int) multiplicado por unfactor conveniente para hacerlo visible.
 (8.87). Podemos expresar este hecho escribiendo la seccion eficaz de reaccion enla forma
 σre(E) =S(E)
 Ee− b√
 E (8.93)
 en donde
 S(E) = π~Z1Z2e2ma′′(E) (8.94)
 b =2πZ1Z2e
 2√
 m2
 ~(8.95)
 en donde hemos admitido la posibilidad de una variacion de la longitud dedispersion para incluir correcciones de orden superior y la posibilidad de reso-nancias del nucleo compuesto. En realidad, la ecuacion (8.93) define la cantidadS(E) que, excepto por la presencia de resonancias, deberıa ser lentamente va-riable.
 Sustituyendo (8.93) en (8.92) hallamos, despues de un cambio de variables
 〈σv〉 =∫ ∞
 0
 S(E)
 Ee− b√
 E
 √
 8
 πmkBT
 E
 kBTexp
 (
 − E
 kBT
 )
 dE
 =
 √
 8
 πm(kBT )3
 ∫ ∞
 0
 S(E) exp
 (
 − E
 kBT− b√
 E
 )
 dE
 (8.96)
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Lo que simplifica el calculo de esta integral es que el integrando tiene un picomuy agudo, resultado de la competencia entre el factor de Gamow, que suprimelas reacciones con energıa pequena, y el factor de Boltzmann, que suprime loschoques con energıas altas (Figura 8.11). En la region del pico, el integrandopuede aproximarse por una gaussiana, desarrollando en serie alrededor del maxi-mo del exponente. Esta aproximacion para el calculo de una integral se llamael metodo de la maxima pendiente12.
 La condicion de maximo del exponente es
 1
 kBT− b
 2E32
 = 0
 de donde
 E0 =
 (
 bkBT
 2
 )23
 (8.97)
 Si ahora lo desarrollamos en serie de Taylor alrededor de E0
 E
 kBT+
 b√E' 3b
 2√E0
 +3b
 8√E0
 (
 E − E0
 E0
 )2
 +O (E − E0)3
 (8.98)
 la integral puede aproximarse en la forma
 〈σv〉 ' S(E0)
 ∫ ∞
 −∞exp
 [
 − 3b
 2√E0
 − 3b
 8√E0
 (
 E − E0
 E0
 )2]
 (8.99)
 en donde hemos extendido el rango de integracion hasta −∞, lo que no introduceun error apreciable. El resultado de la integral es
 〈σv〉 '
 √
 8πE052
 3be− 3b
 2√E0 S(E0) (8.100)
 Esta es la expresion final para 〈σv〉. Sustituyendo en (8.91) hallamos la tasade reaccion por par de particulas
 r =nAna1 + δaA
 √
 8πE052
 3be− 3b
 2√E0 S(E0) (8.101)
 De aquı podemos obtener la tasa de liberacion de energıa. En efecto, sea〈Eβ〉 la energıa promedio liberada a traves del canal β. Entonces
 q = ρε =∑
 β
 rβEβ (8.102)
 que es la tasa de liberacion deseada.En la seccion siguiente, parametrizaremos la tasa de reaccion (8.101) en la
 forma
 r =n1n21 + δ12
 λ (8.103a)
 λ =7,20× 10−19
 AZ1Z2S0(keV − barn)τ2e−τ cm3
 /s (8.103b)
 τ = B
 (
 106
 T
 )1/3
 (8.103c)
 12En ingles, method of steepest descent.
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en donde Z1, Z2 son las cargas de los reactivos y A el “numero de masa reducido”A = A1A2/A1+A2.
 8.4.3. Las ecuaciones alquımicas
 Los resultados de las secciones anteriores nos permiten escribir ahora lasecuaciones de evolucion quımica13 en el interior de una estrella.
 Por lo general, un nucleıdo A participa de una o mas cadenas de reaccion:grupos de reacciones concatenados de modo que el canal de salida de uno deellos sea uno de los canales de entrada de la siguiente. Los conjuntos de cadenasde reaccion, muy ramificados e interconectados, se llaman redes de reaccion.
 Sea α uno de los canales de reaccion del nucleıdo A. La tasa de desaparicionde A en el proceso sera, entonces
 ∂nA∂t
 = −raA = −r(α)
 en donde r(α) es la suma sobre todos los canales de salida β de las tasas dereaccion
 r(α) =∑
 β
 r(α→ β)
 Si existen varios canales de reaccion capaces de destruir el nucleıdo A, hayque sumar sobre todos ellos para hallar la tasa total de destruccion.
 La tasa de produccion del nucleıdo A, por el contrario, es la suma de todaslas tasas de reaccion cuyos canales de salida β contienen como producto a A
 ∂nA∂t
 = r′(α) =∑
 β
 r(β → α)
 Combinando los resultados anteriores hallamos las ecuaciones de evolucion(al)quımca
 ∂nA∂t
 =∑
 α′β′
 r(β′ → α′)−∑
 αβ
 r(α→ β) (8.104)
 Estas ecuaciones completan el conjunto de ecuaciones de estructura estelar.En los problemas de evolucion estelar, las escalas de tiempo de evolucion
 estan controladas, fundamentalmente, por las escalas de tiempo de reaccion enel medio estelar. El tiempo de vida de una especie nuclear A que reacciona atraves del canal α se define como
 ∂nαA∂t
 = − NA
 τa(A)(8.105)
 en donde solo se incluyen las reacciones a traves del canal α = (a,A). Obvia-mente, los tiempos de vida de las reacciones no se suman sino que satisfacen laecuacion
 1
 τ(A)=∑
 a
 1
 τa(A)(8.106)
 Como consecuencia de esta ultima ecuacion, es la reaccion con vida mediamas larga la que controla el ritmo de evolucion estelar.
 13Mas precisamente, alquımicas, ya que hay transmutacion de elementos quımicos.
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Problemas 8.4
 Problema 8.4.1 (Expresiones explıcitas).Encontrar las expresiones explıcitas para la tasa de reaccion, en funcion de losparametros fısicos (Za, ZA, · · · ).
 Problema 8.4.2 (Correcciones a las tasas de reaccion).Hallar las correcciones para r, suponiendo una variacion suave de S(E) alrededorde E0.
 Sugestion: Es necesario retener el termino cubico en el exponente y desarrollaren serie.
 Problema 8.4.3 (Reacciones resonantes).Calcular la tasa de reaccion r en el caso de que esta proceda a traves de unaresonancia del nucleo compuesto.
 Sugestion: Suponer que el ancho Γ es muy pequeno.
 Problema 8.4.4 (Reacciones en las “alas” de una resonancia).Lo mismo, pero cuando el ancho de la resonancia es grande comparado con eldel pico termico y Ei 6= E0.
 8.5. Principales procesos de combustion nuclear
 Las reacciones nucleares exotermicas son las que mantienen brillando a lasestrellas. En realidad, solo unos pocos procesos de combustion nuclear son im-portantes, pues la mayorıa de las reacciones estan limitadas por las altas barrerascoulombianas o por la escasa abundancia de los reactivos.
 Las reacciones energeticas pueden clasificarse en dos grandes grupos
 Reacciones fuertes: Se producen a traves de canales de reaccion controladospor las interacciones fuertes o, a veces electromagneticas. Toda la energıaliberada es entregada al medio interno de la estrella, donde se termalizarapidamente.
 Reacciones debiles: Se producen por canales controlados por la intreracciondebil, lo que origina a su vez la emision de neutrinos. Como estos puedenatravesar facilment el cuerpo de la estrella sin ser detenidos, no solo sellevan una parte de la energıa de la estrella, sino que tambien abren laposibilidad de observar directamente el interior de las estrellas.
 Discutiremos aquı brevemente los grupos principales de reacciones nuclearesque ocurren en los interiores estelares, en las etapas mas importantes de laevolucion estelar. En esta seccion usaremos la notacion (radio)quımica usualpara denotar las concentraciones por numero de un nucleıdo particular.
 8.5.1. Quema de hidrogeno: la cadena p− p
 Dado que el hidrogeno es el elemento mas abundante en el Universo, no es deextranar que las reacciones mas importantes en la teorıa de la evolucion estelarsean las de quema de hidrogeno. Como veremos mas adelante, las estrellas que
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Reaccion Q ν S0 B τMeV MeV keV − barn
 (
 106 K)
 aH(p, e+ν)D 1,442 0,263 3,82× 10−22 33,81 7,9× 109
 D(p, γ)He3 5,493 2,5× 10−4 37,21 4,4× 10−8
 He3(He3, 2p)He4 12,859 5,0× 103 122,77 2,4× 105
 Cuadro 8.2: Reacciones principales de la cadena p − p. Los parametros son losintroducidos en la parametrizacion (8.103).
 queman hidrogeno pertenecen a la secuencia principal. En esta seccion examina-remos la red iniciada por la formacion de deuterio a traves de las interaccionesdebiles
 H1 +H1 → D2 + e+ + ν (8.107)
 Esta reaccion es tan lenta que no puede medirse en el laboratorio, pero lateorıa de la desintegracion beta esta en muy buen estado y permite el calculoteorico de su tasa de reaccion.
 A esta reaccion inicial sigue la cadena principal de quema de hidrogeno
 D2 +H1 → He3 + γ (8.108a)
 He3 +He3 → He4 + 2H1 (8.108b)
 que producen un nucleo de He4 a partir de cuatro protones.Las ecuaciones diferenciales que describen la evolucion quımca de estos ele-
 mentos pueden obtenerse a partir de nuestras consideraciones anteriores. Conuna notacion obvia
 dH
 d t= −2λpp
 (H)2
 2− λpdHD+ 2λ33
 (He3)2
 2(8.109a)
 dD
 d t= λpp
 (H)2
 2− λpdHD (8.109b)
 dHe3
 d t= λpdHD− 2λ33
 (He3)2
 2(8.109c)
 dHe4
 d t= λ33
 (He3)2
 2(8.109d)
 Las ecuaciones anteriores describen la cadena principal de la quema dehidrogeno por el proceso p−p. La Tabla 8.2 muestra algunos datos importantessobre las reacciones.
 Las ecuaciones (8.109) son no lineales, del tipo “stiff”: que involicran es-calas de tiempo sumamente diferentes, lo que hace muy difıcil su integracionnumerica. Una simplificacion importante se produce, sin embargo, porque enpoco tiempo se establece un equilibrio dinamico en el sistema: la cantidad dedeuterio producido compensa exactamente la cantidad destruıda y lo mismo su-cede con el He3. cuando eso ocurre, las derivadas con repecto del tiempo de lasecuaciones (8.109b) y (8.109c) se hacen despreciables y se llega entonces a las
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 Figura 8.12: Evolucion de las concentraciones (por numero) de hidrogeno y helio.
 concentraciones de equilibrio
 Deq =1
 2
 λppλpd
 H (8.110a)
 He3eq =1
 2
 λppλ33
 H (8.110b)
 Sustituyendo en (8.109a) y en (8.109d) hallamos el par de ecuaciones sim-plificadas
 dH
 d t= −λpp(H)2 (8.111a)
 dHe4
 d t=λpp4
 (H)2 (8.111b)
 que expresan la transformacion de cuatro atomos de hidrogeno en uno de helio.Las ecuaciones (8.111) tienen la solucion
 H(t) =H0
 1 + H0λppt(8.112a)
 He(t) = He0 +H0
 4
 λppt
 1 + H0λppt(8.112b)
 que representa un agotamiento lento del hidrogeno en el interior estelar. Observe-se que la transformacion no es exponencial sino que sigue una lenta ley de po-tencias (Figura 8.12).
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H1 +H1 → D2 + e+ + ν
 D2 +H1 → He3 + γ
 969%
 z31%
 He3 +He3 → He4 + 2H1 He3 +He4 → Be7 + γ
 9
 99,7%
 j
 0,3%
 Be7 + e− → Li7 + ν
 Li7 + p→ 2He4
 Be7 + p→ B8 + γ
 B8 → Be8 + e+ + ν
 Be8 → 2He4
 Figura 8.13: La red de reacciones p−p. Rojo: cadena principal. Verde: subcadenadel Litio. Azul: Subcadena del boro.
 Ademas de las reacciones (8.108) hay otras dos cadenas que producen helioa partir del hidrogeno, pero que son menos importantes energeticamente. Sinembargo, algunas de sus reacciones se pueden observar directamente a traves delespectro de neutrinos que emiten y proporcionan una importante contrastacionde la teorıa con la observacion.
 La Figura 8.13 muestra todas las ramas de la red de reacciones p − p. Losneutrinos producidos en la reaccion
 B8 → Be8 + e+ + ν (8.113)
 constituyen, pese a su pequena abundancia, la fuente mas importante de infor-macion acerca del interior solar.
 8.5.2. Quema de hidrogeno: el ciclo C− N−O
 En estrellas de la secuencia principal mas masivas que el sol, la quema dehodrogeno procede no a traves de la lenta reaccion p − p sino a traves de unaserie de reacciones en donde carbono y nitrogeno (y en menor medida, oxıgenoy fluor) actuan como catalizadores, acelerando enormemente la reaccion.
 Las reacciones se distribuyen en varios ciclos: (marcados en color en la Figura8.14) con un intervalo comun de reacciones. El ciclo azul es muy poco frecuente(0,04%) y el verde menos frecuente aun. El resultado neto del ciclo principal es
 4H→ He4 + 3γ + 2e+ + 2ν (8.114)
 Si bien los positrones entregan su energıa rapidamente al medio ambiente atraves de su aniquilacion, los neutrinos se llevan ∆E ' 1,7 MeV , de modoque el rendimiento neto de la reaccion es de 25 MeV por cada nucleo de Helioformado.
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Reaccion Q ν S0 BMeV MeV keV − barn
 (
 106 K)
 C12(p, γ)N13 1,944 1,40 136,93N13(e+ν)C13 2,221 0,710C13(p, γ)N14 7,550 5,50 137,2N14(p, γ)O15 7,293 2,75 152,31O15(e+ν)N15 2,761 1,00N15(p, α)C12 12,126 5,34× 104 152,54
 Cuadro 8.3: Reacciones del ciclo principal del carbono
 C12
 Kp, γ
 N13
 ¸e+ν
 C13 -p, γ
 N14
 Up, γ
 O15
 ® e+ν
 N15¾p, α
 O17
 F17
 O18
 ¸p, γ
 K e+ν
 -p, γ
 ¾p, α
 F18-p, γ
 O18
 ?
 e+ν
 6p, α
 Figura 8.14: El tri-ciclo C-N-O-F. En rojo: ciclo principal, azul: subciclo delO16, verde: subciclo del O18.
 Pese a su sencillez, no analizaremos el sistema de 10 ecuaciones linealesque desciben el comportamiento del biciclo (12 para el tri-ciclo). Pero es facilver que en equilibrio los cocientes de las concentraciones de los reactivos estandeterminados por las tasas de reaccion rα.
 8.5.3. Quema de helio: el proceso 3α
 Cuando la evolucion estelar ha avanzado lo suficiente, se encienden las reac-ciones que producen quema de helio en los interiores estelares. Estas reaccionesno pueden encenderse hasta que el nucleo de la estrella llega a una temperatu-ra y densidad muy altas, porque el nucleo de Be8 es totalmente inestable: noesta ligado sino que forma una resonancia con una energıa de 92 keV.
 Sin embargo, a temperaturas suficientemente altas, la resonancia del Be8
 puede capturar una partıcula α en una resonancia del C12∗∗, tambien inestable,pero que tiene una probabilidad pequena pero no nula de decaer a un estadoligado del C12∗. De hecho, la existencia del estado resonante del C12∗∗ a unaenergıa de excitacion de ∼ 7,6 MeV fue predicha por Hoyle para explicar la tasade formacion del carbono.
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PSfrag replacements
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 Figura 8.15: Esquema de niveles de energıa que participan el la reaccion eα.
 Puesto que la reaccion se produce proxima al equilibrio termodinamico, esposible calcular la abundancia del C12∗∗ usando la ley de accion de las masas.Con suficiente aproximacion el resultado es
 nC12∗∗
 n3He4
 ' 33/2
 (
 2π~2
 mαkBT
 )3
 exp
 (
 − (M∗∗12 − 4Mα)c
 2
 kBT
 )
 (8.115)
 La tasa de reaccion es igual a
 r = nC12∗∗Γrad
 ~(8.116)
 y la vida media del nivel resonante puede medirse con delicados experimentosde laboratorio. Se encuentra
 Γrad = (3,67± 0,46)× 10−3 eV (8.117)
 y la energıa liberada
 Q = (M∗∗12 − 3Mα)c
 2 = 379,4± 0,2 keV (8.118)
 Se tiene la situacion ironica que la tasa de la reaccion triple-α, cuya seccioneficaz no puede medirse en el laboratorio, por estas circunstancias afortunadaspuede calcularse con alta precision, mejor que las de muchas reacciones que semiden directamente.
 Despues del encendido de las reaccion 3α la quema de helio prosigue a travesde una serie de reacciones (α, γ), que llevan a la formacion de nucleos A = 4n,cuya abundancia es mucho mayor que la de sus vecinos. Reacciones tıpicas deesta secuencia son
 C12 + α→ O16 + γ (8.119a)
 O16 + α→ Ne20 + γ (8.119b)
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Las correspondientes ecuaciones de equilibrio, ası como las constantes dereaccion, han sido discutidas en la literatura. En principio, el proceso de absor-cion de partıculas α puede proseguir hasta la formacion de Fe56, que es el masligado de los elementos.
 8.5.4. Etapas avanzadas de combustion
 En estrellas muy masivas, despues de la quema del helio la presio y tempera-tura del centro de la estrella son lo suficientemente grandes como para vencer lasaltısimas barreras coulombianas e iniciar la combustion de elementos pesados.Las mas importantes son la del carbono, ya mencionada en (8.51). Despreciandolos canales elasticos, los principales canales de reaccion son
 C12 +C12 → Ne20 + α (4,62 MeV) (8.120a)
 → Na23 + p (2,24 MeV) (8.120b)
 → Mg23 + n (−2,60 MeV) (8.120c)
 La ultima reaccion es endotermica.La quema del oxıgeno procede por un grupo de canales de reaccion similar
 al del carbono
 O16 +O16 → Si28 + α (9,59 MeV) (8.121a)
 → P31 + p (7,68 MeV) (8.121b)
 → S31 + n (1,45 MeV) (8.121c)
 pero hay enormes perdidas por emision de neutrinos, ya que estas reaccionessolo pueden producirde a temperaturas T ∼ 109K.
 La etapa final de combustion nuclear es la quema de silicio a traves de unarica red de reacciones nucleares que termina principalmente en hierro.
 Notas bibliograficas
 La fenomenologıa de la fısica nuclear se encuentra discutida en muchos librosde Fısica moderna, como por ejemplo [49, 50]. Las versiones modernas de lasformula de masa intentan extrapolar lejos de la lınea de estabilidad, que es unaregion importante en la astrofısica. Un ejemplo es el de la referencia [86].
 La teorıa de dispersion y ondas parciales esta explicada en numerosos librosde Mecanica Cuantica [84, 76, 97]. Aquı se siguen notas ineditas del autor [116].Tambien allı se expone la teorıa de la dispersion coulombiana, aunque aquı sesigue la exposicion de la referencia [28]. Las funciones de onda coulombianas soncomplicadas [2], pero se han escrito muchos programas para calcularlas.
 La teorıa de reacciones atomicas y nucleares esta descripta en tratado clasico[85]. La teorıa de reacciones nucleares puede verse en [50] y en forma mucho mascompleta en [114].
 La aproximacion de rango efectivo, desarrollada por H. A. Bethe, [20, 23, 28]se ha expuesto siguiendo notas ineditas del autor [116]. La teorıa de reaccionesnucleares en el ambiente estelar se encuentra desarrollada en muchos textos[34, 98], especialmente el tratamiento muy detallado en [35]. Aquı se ha seguidouna variante del tratamiento elemental de [62].
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Las etapas de quema de nucleidos estan discutidas con mucho cuidado en[35], que es aun la referencia mas importante sobre el tema. La referencia [13]trae varias puestas al dıa hasta alrededor de 1982, en donde se discuten dis-tintas etapas de evolucion nuclear en interiores estelares [69, 94, 14, 108]. Unaintroduccion didactica al tema puede verse en [93].
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Parte II
 Evolucion estelar
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Capıtulo 9
 Metodos numericos
 Resumamos brevemente las ecuaciones de estructura estelar
 ∂r
 ∂m=
 1
 4πr2ρ(9.1a)
 ∂P
 ∂m= − Gm
 4πr4− 1
 4πr2∂2r
 ∂t2(9.1b)
 ∂L
 ∂m= ε− T ∂S
 ∂t(9.1c)
 ∂T
 ∂m= − GmT
 4πr4P∇ad (9.1d)
 a las que se deben sumar las ecuaciones de evolucion alquımica
 ∂Xi
 ∂t=mi
 ρ
 ∑
 j
 rji −∑
 k
 rjk
 (9.2)
 Estas ecuaciones deben resolverse con las condiciones de contorno adecuadas
 L(0) = 0 r(0) = 0 m = 0 Centro (9.3a)
 T (M) = 0 P (M) = 0 m =M Superficie (9.3b)
 junto con las condiciones iniciales apropiadas: una composicion inicial homogenea.Estas ecuaciones deben integrarse a lo largo del tiempo para obtener un
 conjunto de modelos estelares, donde las variables R(t), L(t), Tc(t), Pc(t), . . .caracterizan el estado de la estrella en el instante t.
 Pero las ecuaciones (9.1) y (9.2) son extraordinariamente complejas y solo encasos muy excepcionales pueden obtenerse soluciones analıticas de las mismas,tal como el ejemplo de las politropas. Mas aun, estas ecuaciones constituyenun ejemplo de problema numericamente difıcil de tratar y la busqueda de sussoluciones constituye un capıtulo muy interesante en la teorıa de los interioresestelares.
 9.1. Repaso de metodos numericos
 La integracion de las complejas ecuaciones (9.1) y (9.2) requiere varios re-cursos del analisis numerico, que aquı repasaremos brevemente.
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9.1.1. Diferenciacion e integracion numericas
 El problema que se plantea, ante todo, es el de aproximar las funcionesP (r, t), T (r, t), . . . en una forma adecuada para su tratamiento. Vamos a suponerque en regiones suficientemente pequenas, todas pueden aproximarse por algunpolinomio de bajo orden. En los capıtulos anteriores hemos mostrado que estaes una buena aproximacion puesto que los segundos miembros de las ecuaciones(9.1) son funciones suaves aunque muy complicadas de las variables, y lo mismoocurre con las ecuaciones alquımicas (9.2).
 Si esto es ası, podemos aproximar una funcion cualquiera del conjunto f(x)por la serie de Taylor correspondiente en un intervalo pequeno alrededor delpunto x0
 f(x) = f0 + f ′0(x− x0) +1
 2f ′′0 (x− x0)2 + . . . (9.4)
 Con esta expresion, podemos hallar expresiones aproximadas para la deriva-da de la funcion f en el punto x0 a partir de sus valores en puntos proximos, esdecir de muestras de la misma. Si llamamos fh = f(x0 + h)
 f ′0 =fh − f0h
 + f ′′(θ)h (9.5)
 y el primer termino proporciona una aproximacion a la derivada de la funcionen el punto x0. El segundo termino se llama error de truncamiento de la apro-ximacion.
 Una mejor aproximacion puede lograrse tomando muestras simetricamentealrededor de x0
 f ′0 =fh − f−h
 2h+h2
 2f ′′′(θ) (9.6)
 Podrıa pensarse que puede disminuirse arbitrariamente el error de la derivadaachicando el intervalo entre muestras de la funcion h, pero la presencia de erroresde redondeo en el calculo de la funcion no lo permiten. Sea ε el error realtivocon el que pueden calcularse las muestras f0, f±h
 f c0 = (1 + ε0)f0
 f ch = (1 + εh)fh
 Entonces el valor de la derivada tiene un error relativo
 εf ′ =δf ′0f ′0
 ' εhfh + ε0f′0
 h(fh − f0)
 ∼ f0f ′0
 ε
 h2
 (9.7)
 y el error de redondeo se amplifica en un factor h−2, impidiendo hacer demasiadopequeno el intervalo. Un valor optimo de h puede hallarse pidiendo que el errorabsoluto de la derivada, suma de los errores de truncamiento y redondeo
 δf ′0 ∼f0hε+ hf ′′θ
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 Figura 9.1: Esquema para la diferenciacion e integracion numericas.
 sea mınimo. Esto conduce a
 ho ∼√
 f0f ′′0ε (9.8)
 para el mınimo valor posible de h.Si los unicos errores son los de redondeo, un valor adecuado del intervalo de
 diferenciacion es
 h ∼
 10−4 en precision simple (ε ∼ 10−8)
 10−8 en precision doble (ε ∼ 10−16)(9.9)
 pero si los errores en la evaluacion de la funcion estan dominados por errores deobservacion o similares (que se comportan en forma similar a los de redondeoen este problema) h deberıa ser mayor.
 Por otra parte, la integracion numerica se compora mucho mejor que la di-ferenciacion. Integrando la formula de Taylor (9.4) en forma adecuada hallamos
 ∫ h2
 −h2
 f(x)dx = hf0 +h3
 12f ′′(θ) (9.10a)
 ∫ h2
 −h2
 f(x)dx =h
 2(fh + f−h)−
 h3
 6f ′′(θ) (9.10b)
 ∫ h2
 −h2
 f(x)dx =h
 6((fh + 4f0 + f−h)−
 h5
 720f iv(θ) (9.10c)
 La primera ecuacion se llama la formula del punto medio. Como puede verseen la Figura 9.1, subestima el valor de la integral si f ′′(θ) > 0. La segunda esla formula de los trapecios: sobreestima el valor de la integral, en las mismas
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condiciones. Finalmente, (9.10c) es la formula de Simpson, mucho mas precisaque las anteriores, es un promedio ponderado de (9.10a) y (9.10b).
 Las ecuaciones anteriores pueden iterarse para obtener formulas de integra-cion en un intervalo [a, b]. Por ejemplo, si dividimos el intervalo en un numeroimpar de subintervalos de ancho h = b−a/N, y llamamos
 P =∑
 n par
 f(nh) (9.11a)
 I =∑
 n impar
 f(nh) (9.11b)
 E = f(a) + f(b) (9.11c)
 entonces la formula de Simpson puede escribirse
 SN =1
 3(E + 4P + 2I) (9.12a)
 con la cota de error
 eS =2
 3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 I− P− 1
 2E
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 (9.12b)
 Se puede construir, pues, un algoritmo sencillo para calcular una integralcon la formula de Simpson
 E = f(b) + f(a)h = (b− a)/(2N)P = I = 0for i = 1 : N − 1 doI = I + f(a+ (2i− 1)h)P = P + f(a+ 2ih)
 end forInt = 1
 3 (E + 4P + 2I)Err = 2
 3 abs (12E + P − I)
 Este algoritmo es la base de numerosos metodos para calcular integrales defunciones regulares.
 9.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias
 La integracion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es el pasofinal en la solucion de muchos problemas de la Fısica Teorica y, entre ellos, elde la estructura y evolucion estelar. Escribiremos tal sistema en la forma
 x = f(x, t) (9.13)
 en donde t es la variable independiente, x es el vector de las variables dependien-tes, de componentes xk, k ∈ [1, n], n es el orden del sistema y f es el segundomiembro.
 La solucion de la ecuacion diferencial1 (9.13) es una funcion que la satisfacey que ademas obedece las condiciones iniciales
 x(t0) = x(0) (9.14)
 1Frecuentmente usaremos la expresion singular “la ecuacion diferencial” en lugar de la mascorrecta “el sistema de ecuaciones diferenciales”.
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El teorema de Cauchy-Frobenius garantiza la existencia y unicidad de talessoluciones en condiciones suficientmente amplias para nuestros propositos.
 Examinemos ahora el problema de la integracion numerica de una ecuaciontal como (9.13). Limitemonoes, como ejemplo, al caso de una unica ecuaciondiferencial (n = 1). A primera vista, tal ecuacion diferencial puede escribirse enforma integral
 x(t) = x(0) +
 ∫ t
 t0
 f(x, τ) dτ (9.15)
 y podrıa intentarse la aplicacion de los metodos de la Seccion 9.1.1 para calcularesta integral. Descompondremos el intervalo de integracion [t0, t] en N intervalospequenos h = (t−t0)/N y aplicaremos alguno de los metodos simples de integra-cion (9.10) a cada uno de ellos. Cada una de estas operaciones se llama un pasode integracion y h se llama el paso de integracion. De este modo, obendremosuna tabla de valores equidistantes de x(t).
 Hay, sin embargo, una dificultad obvia: la funcion incognita x(t) aparecebajo el signo de integracion. Para enfrentar este problema hay varios caminos,entre los cuales el mas obvio es usar una formula de integracion que no contengael punto final del intervalo, tal como la del punto medio (9.10a). De este modo,hallamos la receta para un paso de integracion
 xn+1 = xn−1 + 2hf(xn, tn) (9.16)
 Esta formula tiene una dificultad: el punto x−1 no tiene valores asignados,y por lo tanto no puede aplicarse al primer paso de integracion. Esto puederesolverse de varias maneras, usando una formula especial de inicializacion. Porejemplo, usando la serie de Taylor
 x1 = x0 + f(x0, t0)h+
 [
 (
 ∂f(x, t)
 ∂x
 )
 x0
 f(x0, t0) +
 (
 ∂f(x0, t)
 ∂t
 )
 t0
 ]
 h2
 2+h3
 6
 ...x (θ)
 (9.17)hallamos un metodo de inicializacion que tiene un error del orden de la formuladel punto medio, y las derivadas parciales pueden calcularse con los metodosnumericos de la Seccion 9.1.1.
 Pero el metodo de integracion basado sobre (9.16) tiene un inconvenien-te mucho mas grave. Para investigarlo, examinemos el caso sencillısimo de laecuacion diferencial
 x = Λx, x(0) = x0 (9.18)
 con la solucionx(t) = x0e
 Λt (9.19)
 La formula de integracion (9.16) se transforma en
 xn+1 = xn−1 + 2hΛxn (9.20)
 que es una ecuacion en diferencias finitas que puede resolverse analıticamente.Para ello, busquemos una solucion de la forma
 xn = λn (9.21)
 que sustituida en (9.20) proporciona la ecuacion caracterıstica
 λ2 − 2hΛλ− 1 = 0
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 Figura 9.2: Inestabilidad de la regla del punto medio. X: Solucion exacta de(9.19). R: Solucion de la ecuacion discrtetizada (9.23). A: Solucion numerica con(9.20). Se ha simulado un error de redondeo εn ∼ 10−3.
 cuyas soluciones determinan el parametro λ
 λ± = hΛ±√
 (hΛ)2 + 1 (9.22)
 y la solucion general de la ecuacion (9.20) es
 xn = x+0 λn+ + x−0 λ
 n− (9.23)
 Observemos que mientras la ecuacion diferencial original tiene un unica solu-cion linealmente independiente, la ecuacion discrtetizada tiene dos que, cuandohΛ→ 0,
 λ± ' hΛ± 1 ' ±e±hΛ (9.24)
 La primera solucion es, pues, la que aproxima la ecuacion diferencial, mien-tras que la segunda es una solucion espurea, con λ− < 0. Siempre es posibleeliminarla eligiendo x−0 = 0 en el primer paso, pero los errores de redondeovolveran a introducir la solucion espurea en los pasos de integraqcion sucesivos.Es facil ver que la solucion espurea decrece cuando Λ > 0, pero en cambio creceen el caso muy importante en que Λ <= y terminara por obliterar la solucioncorrecta.
 La Figura 9.2 muestra el efecto de esta inestabilidad, en donde se ha intro-ducido un error de redondeo artificial εn ∼ 10−3 para resaltar la inestabilidad.
 Una solucion al problema de la inestabilidad se obtiene estimando la integralen la ecuacion (9.15) por la formula de los trapecios
 xn+1 = xn +h
 2(fn+1 + fn) (9.25)
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que define un metodo implıcito de integracion: el valor de la funcion incognitafn+1 aparece en el segundo miembro de (9.25), y como f(x, t) es en general unafuncion complicada de x, la determinacion de xn+1 exige resolver una complicadaecuacion no lineal en cada paso.
 Pero no todo son malas noticias. Repitamos el analisis de estabilidad quehicimos anteriormente. Para la ecuacion lineal (9.18) obtenemos la solucion derecurrencia aproximada
 xn+1 = xn +hΛ
 2(xn+1 + xn) (9.26)
 con la solucion obvia
 xn+1 = xn1 + hΛ
 2
 1− hΛ2
 = x0
 (
 1 + hΛ2
 1− hΛ2
 )n
 (9.27)
 Esta ultima expresion tiende a la solucion exacta cuando h → 0 y ademases estable para cualquier signo y valor de Λ. El precio a pagar es, repetimos,la necesidad de resolver numericamente la complicada ecuacion (9.25) en cadapaso de integracion. La dificultad sube de punto si recordamos que tenemos unsistema de ecuaciones diferenciales acopladas que dan origen a un sistema deecuaciones numericas acopladas.
 De estos dos ejemplos podemos extraer dos ensenanzas:
 1. La existencia de la funcion incognita bajo el signo integral introduce rea-limentacion en el sistema. Metodos de integracion perfectamente estables(como la regla del punto medio) se transforman en inestables cuando seaplican a ecuaciones diferenciales.
 2. Un metodo inestable puede ser perfectamente util dentro de sus limita-ciones. Por ejemplo, si se utiliza (9.16) para funciones con Λ > 0 se ob-tendra una aproximacion a la solucion. Lo mismo ocurre con intervaloscortos de integracion: localmente, la instabilidad no tiene importancia.
 Estas consideraciones son muy importantes para elegir correctamente elmetodo de integracion.
 9.1.3. Ecuaciones numericas
 Hallar los ceros de una funcion es tal vez el mas sencillo de los problemas notriviales del analisis numerico. Existen numerosos metodos para las funcionesde una variable, pero para las funciones en varias variables no hay tantos y soncomplejos.
 El mas sencillo de ellos es el metodo de biseccion, cuyo origen puede re-montarse a las paradojas del gran filosofo presocratico Zenon de Elea [96]. Elmetodo se basa sobre la continuidad de la funcion unicamente. El algoritmopara hallar un cero de la funcion f(x) en el intervalo [a, b], con precision εes:
 x1 = a; x2 = b;y1 = f(a); y2 = f(b);while |x2 − x1| > ε dox3 = (x1 + x2)/2; y3 = f(x3);
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 Figura 9.3: Ejemplo de aplicacion del metodo de biseccion.
 if sign y3 = sign y1 thenx1 = x3; y1 = y3;
 elsex2 = x3; y2 = y3;
 end ifend whilereturn x3
 El metodo de biseccion utiliza solo los signos de los valores de f(x) y es, enese sentido, muy economico. La Figura 9.3 muestra un ejemplo: la aplicaciondel metodo de biseccion al polinomio
 f(x) = 3x3 − 8x2 + 9x− 1 (9.28)
 La convergencia es segura: en cada paso el error de truncamiento en la determi-nacion del cero se reduce a la mitad. Se dice que el algoritmo tiene convergenciade primer orden.
 En general, definimos el orden de convergencia p de un algoritmo a travesde la ecuacion
 εn+1 ∼ Cεpn (9.29)
 en donde C es una constante adecuada. Intuitivamente, un metodo de orden pmultiplica por p el numero de cifras exactas.
 El metodo mas importante de segundo orden es el metodo de Newton. Se ob-tiene desarrollando la funcion en serie de Taylor alrededor de una aproximacionxn al cero
 f(x) = f(xn) + (x− xn)f ′(xn) +(x− xn)2
 2f ′′(ξ) (9.30)
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 Figura 9.4: Ejemplo del metodo de Newton
 de donde se obtiene
 xn+1 = xn −f(xn)
 f ′(xn)(9.31a)
 εn+1 = Cε2n (9.31b)
 El algoritmo correspondiente es el siguiente
 y2 = f(x2)repeatx1 = x2; y1 = y2;
 x2 = x1 − f(x1)f ′(x1)
 until |x2 − x1| < ε
 El metodo de Newton es conceptualmente muy simple y su convergenciamuy rapida. . . cuando la hay. La Figura 9.4 muestra un ejemplo en que hayconvergencia: en solo dos iteraciones se consigue una precision mayor que la deldibujo. Dos iteraciones mas dan cinco decimales.
 Lamentablemente, la cuenca de convergencia del metodo de Newton, es decir,la region en la cual la iteracion converge al cero de la funcion, deja mucho quedesear. La condicion “clasica” de convergencia es que el signo de la curvatura seaigual al de la funcion en el punto inicial, pero esto es valido solo en un intervalopequeno alrededor del cero. Ademas, la condicion es difıcil de comprobar en unsubprograma destinado a encontrar ceros de funciones genericas en condicionesmuy variadas. La figura Figura 9.5 muestra que alejandose un poco del cero, elmetodo de Newton no converge y comienza un ciclo complicado de iteraciones.
 Es posible combinar los metodos de biseccion y Newton para construir unalgoritmo que tiene las ventajas de ambos: mantiene las aproximaciones acotadas
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 Figura 9.5: Ejemplo de fracaso del metodo de Newton
 y su orden de convergencia asintotico es cuadratico. La idea es calcular un pasodel metodo de Newton; si la nueva aproximacion cae dentro del intervalo queacota la raız, se la acepta y se la toma como nuevo extremo del intervalo. Encaso contrario, se aplica un paso del algoritmo de biseccion.
 Un segundo inconveniente del metodo de Newton es que ademas de la funciones necesario calcular la derivada. Este, sin embargo, es un inconveniente menor:durante el calculo de la funcion se obtienen muchos resultados parciales quesimplifican el calculo de la derivada.
 Pero desde nuestro punto de vista, la importancia del metodo de Newton esque se generaliza sin dificultades a sistemas de funciones de varias variables. Enefecto, supongamos que tenemos un sistema de n ecuaciones con n incognitas
 fi(x1, . . . , xn) = 0 i = 1, . . . , n (9.32)
 y que es posible desarrollar el sistema en serie de Taylor alrededor de un valoraproximado de la raız x(n). Usando notacion vectorial
 f(x) = f(x(n)) + J(x(n)) · (x− x(n)) +O[(x− x(n))2] = 0 (9.33)
 en donde J es la matriz Jacobiana, de elementos
 Jij =∂fi∂xj
 (9.34)
 El metodo de Newton consiste en hallar las correcciones a la aproximacionx(n) en la forma
 J(x(n)) ·∆x = −f(x(n)) (9.35)
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iterativamente, hasta obtener convergencia. Esta claro que el metodo tiene lasmismas ventajas e inconvenientes que en el caso unidimensional, y que ambos sepueden corregir teniendo mucho cuidado con la programacion de los algoritmos.
 Problemas 9.1
 Problema 9.1.1 (Formula de Simpson).Implemente el algoritmo para la formula de Simpson como un subprograma ensu leguaje de programacion favorito. Pruebelo con las siguientes funciones
 f(x) = senx a = 0 b = π
 ∫ b
 a
 f(x)dx = 2 (9.36)
 f(x) = 1/1+x2 a = −1 b = 1
 ∫ b
 a
 f(x)dx = π/2 (9.37)
 f(x) =√
 1− x2 a = −1 b = 1
 ∫ b
 a
 f(x)dx = π (9.38)
 Problema 9.1.2 (Funciones de Debye).Entre las funciones importantes de la fısica que se expresan como integralesestan las funciones de Debye
 Dn(x) =
 ∫ x
 0
 tn dt
 et − 1(9.39)
 Escriba un subprograma, en su lenguaje de programacion favorito, que calculelas funciones de Debye usando la rutina de intregracion del Problema 9.1.1.Pruebelo con algunos valores de 0 ≤ n ≤ 4 y 0 < x ≤ 10. Compare con losvalores tabulados en la referencia [2].
 Problema 9.1.3 (Caıda de los cuerpos).Una esfera de masa m = 2 g y radio r = 2 cm cae verticalmente en el aire. Lasfuerzas que actuan sobre el cuerpo son
 Fg = −mg Gravedad
 FA =4π
 3r3ρag Arquımedes
 FS = 6πηrv Roce de Stokes
 FR = 1,48r2ρav2 Roce Newtoniano
 en donde
 g = 980 cm/s2 Aceleracion de la gravedad
 ρa = 1,2× 10−3 g/cm3 Densidad del aire
 η = 1,8× 10−4 din s/cm2 Viscosidad del aire
 y v es la velocidad de la esfera.Se desea hallar la velocidad lımite de caıda. Resolver numericamente el pro-
 blema, usando una subrutina de integracion adecuada, y comparar con la solu-cion analıtica.
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 Figura 9.6: Ejemplo de problema de condiciones de contorno.
 9.2. Problemas de condiciones de contorno
 Las ecuaciones de estructura estelar (9.1) presentan varias complicacionesadicionales para su solucion. La mas importante, es que se trata de un problemade condiciones de contorno (9.3) impuestas en el centro y la superficie de laestrella.
 Los problemas de condiciones de controno son particularmente complejosy requieren un tratamiento cuidadoso. Las ecuaciones (9.1) tienen la mismaestructura que el siguiente problema, aarentemente sencillo:
 Disenar una fuente de modo que el chorro de agua caiga en el ver-tedero.
 Para precisar este problema, supongamos que la empresa “Hydrocurrys Ano-nimus” firma un contrato con la Municipalidad para proporcionar agua a unapresion bien determinada, de modo que la velocidad inicial del fluido v0 = (v0, 0)se conoce bien, pero exige (con un regalo apropiado para el Intendente) que nose cambie la posicion del vertedero. Finalmente, el Arquitecto Municipal exigeque para mayor belleza, las gotas de agua vuelen dutante un tiempo T . El pro-blema consiste en hallar la posicion de la boquilla x0, de modo de que el aguacaiga en el vertedero (Figura 9.6).
 Elijamos el origen del sistema de coordenadas en la posicion del vertedero, ypor lo tanto la posicion de la boquilla estara dada por el vector incognita r0 =(d, h). Por otra parte, la velocidad de caıda del agua en el origen es otro vectorincognita (aunque irrelevante). Despreciando el roce del aire, nuestro problematiene una forma similar (aunque mucho mas simple) que las de estructura estelar
 x = vx (9.40a)
 vx = 0 (9.40b)
 y = vy (9.40c)
 vy = −g (9.40d)
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con las condiciones de contorno
 x(T ) = 0 (9.41a)
 y(T ) = 0 (9.41b)
 vx(0) = v0 (9.41c)
 vy(0) = 0 (9.41d)
 En este caso, es muy facil hallar una solucion analıtica del problema
 x(t) = d+ v0t (9.42a)
 vx(t) = v0 (9.42b)
 y(t) = h− 1
 2gt2 (9.42c)
 vy(t) = −gt (9.42d)
 en donde hemos aplicado las condiciones de contorno en t = 0. Para reslover elproblema, apliquemos las condiciones de contorno en t = T
 d = −v0T (9.43a)
 h =1
 2gT 2 (9.43b)
 Por supuesto que este problema es trivial, pero completamente analogo (en suestructura) al de las ecuaciones (9.1) con condiciones de contorno (9.3). ¿Comolo resolverıamos numericamente? Existen dos caminos principales para hacerlo,que examinaremos en lo que sigue
 9.2.1. Metodo del tiro
 Supongamos que deseamos integrar numericamente las ecuaciones (9.40) conlas condiciones de contorno (9.41). La dificultad reside en que los metodos deintegracion de la Seccion 9.1.2 estan disenados para tratar con condiciones ini-ciales. El metodo del tiro consiste en integrar las ecuaciones diferenciales a partirde t = 0, por ejemplo, con condiciones iniciales aproximadas (d′, h′) y ajustarlaspara que la solucion “de en el blanco”. Ası, satisfacer las condiciones de contor-no se reduce al problema de resolver un sistema de ecuaciones, en general nolineales.
 En nuestro ejemplo, con las condiciones de contorno aproximadas, obtendre-mos en t = T
 ∆x = d′ + v0T (9.44a)
 ∆y = h′ − 1
 2gT 2 (9.44b)
 Como los valores exactos deben satisfacer (9.41) es facil ver que las ecuaciones(9.44) tienen la solucion
 ∆d′ = d′ − d = ∆x (9.45a)
 ∆h′ = h′ − h = ∆y (9.45b)
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El metodo del tiro es sencillo e intuitivo, pero para aplicarlo a las ecuacio-nes de estructura estelar necesita algunas modificaciones. En primer lugar, lasecuaciones (9.1) tienen dificultades para su integracion numerica. Las ecuaciones(9.1a) y (9.1b), que tienen r2 en el denominador, son numericamente inestablescerca del centro. Esto significa que si se integra desde la superficie hacia el cen-tro, un error en las condiciones inicales originara una solucion sin sentido cercadel centro. Por otra parte, la ecuacion de transporte de energıa es inestable res-pecto de una integracion iniciada en el centro. La solucion para esto es usar dosintegraciones: una desde la superficie hasta un punto intermedio mA: el puntode ajuste; y otra desde el centro hasta el mismo punto. Las dos integracionesdeben unirse en forma continua en el punto de ajuste mA.
 Para hacerlo, se aplica una variante del metodo de Newton: el jacobiano delas discontinuidades con respecto de las condiciones iniciales se calcula haciendointegraciones apropidadas desde el centro y desde la superficie, con las condicio-nes de contorno “de prueba” ligeramente variadas. El jacobiano se calcula conla tecnicas de diferenciacion numericas (9.5). Con eso puede aplicarse el metodode Newton en la forma (9.35) a la determinacion de las soluciones.
 9.2.2. Metodo de relajacion (Henyey)
 Una alternativa al metodo de tiro es el metodo de relajacion o metodo dediscretizacion, debido a Henyey [71]. La idea es reemplazar la variable indepen-diente continua del sistema de ecuaciones diferenciales por una variable discretaque la aproxime (un proceso llamado discretizacion) y reemplazar las derivadas(o las integrales sobre un intervalo) por aproximaciones como las que estudia-mos en la Seccion 9.1.1. De este modo se reemplaza el sistema de ecuacionesdiferenciales, junto con sus condiciones de contorno, por un sistema de ecuacio-nes numericas, cuyas incognitas son los valores de las funciones a lo largo delintervalo.
 Retomemos el ejemplo de la fuente. Supongamos que reemplazamos el tiempopor una variable que tome los valores τ = (0, T/3, 2T/3, T ). Llamemos xi a losvalores de la funcion en dichos puntos y vi a las respectivas velocidades. Lasderivadas se aproximan por las formulas
 x ' xi − xi−1T/3
 y similares.De este modo se obtiene el sistema de ecuaciones
 v0 = w u0 = 0
 v1 = v0 x1 = x0 + v0T/3 u1 = u0 − gT/3 y1 = y0 + u0T/3
 v2 = v0 x2 = x1 + v1T/3 u2 = u1 − gT/3 y2 = y1 + u1T/3
 v3 = v2 x3 = x2 + v2T/3 u3 = u2 − gT/3 y3 = y2 + u2T/3
 x3 = 0 y3 = 0
 Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial, como se muestra enla Figura 9.7. La estructura de la matriz es muy interesante: esta formada porbloques pequenos, de la dimension del sistema de ecuaciones diferenciales, en-cadenados en la cercanıas de la diagonal. Los demas elementos, indicados por
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0 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 0 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .−1 0 T
 3 0 1 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 −1 0 T
 3 0 1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 −1 0 0 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 0 −1 0 0 0 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . −1 0 T
 3 0 1 0 0 0 . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 −1 0 T
 3 0 1 0 0 . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 −1 0 0 0 1 0 . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 −1 0 0 0 1 . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −1 0 T
 3 0 1 0 0 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 −1 0 T
 3 0 1 0 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 −1 0 0 0 1 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 −1 0 0 0 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0 0 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 0 0
 x0y0v0u0x1y1v1u1x2y2v2u2x3y3v3u3
 =
 w0000−g T
 3000−g T
 3000−g T
 300
 Figura 9.7: Forma matricial de las ecuaciones discretizadas
 puntos en la Figura 9.7, son cero. Existen algoritmos muy eficientes para resoversistemas de ecuaciones “casi diagonales” como el de la figura.
 El ejemplo de la fuente es muy sencillo, entre otras cosas porque es lineal.Las ecuaciones de estructura estelar (9.1), en cambio son no lineales y es ne-cesario resolver un sistema de muchısimas ecuaciones no lineales. La aplicaciondel metodo de Newton es entonces esencial. Consideremos un sistema de Necuaciones diferenciales, que escribiremos en forma vectorial
 dx
 d t= f(x, t) (9.46)
 Discreticemos el sistema tomandoM muestras de la variable independiente t.En la jerga de la teorıa de interiores estelares, cada intervalo de m separado pordos muestras se llama una zona. Ahora, reemplacemos cada ecuacion diferencialpor un conjunto de N ×N ecuaciones algebraicas
 Fn(xn,xn−1, tn) = xn − xn−1 −∆tnf(xn, tn) = 0 (9.47)
 usando las tecnicas de la Seccion 9.1.1. Otra discretizacion posible es
 Gn(xn,xn−1, tn) = xn − xn−1 −1
 2∆tn [f(xn, tn) + f(xn−1, tn−1)] = 0 (9.48)
 que tiene alguna ventaja sobre la anterior.Para resolver el sistema (9.47), empecemos con una solucion aproximada
 x0n, que puede obtenerse ya sea de un modelo esquematico o de la estructurade un modelo anterior. La sustitucion de la solucion aproximada en (9.47) dara,por los general, un resultado no nulo. Podemos, entonces, corregir la solucionaproximada por el metodo de Newton (9.35)
 J(x(0)n ,x(0)n−1, tn) ·∆x = −F (x(0)n ,x
 (0)n−1, tn) (9.49)
 Un rato de reflexion mostrara que el jacobiano J tiene una estructura debloques encadenados, muy similar a la de la Figura 9.7, y va a ser identica sise anaden las condiciones de contorno al sistema como ecuaciones linearizadas.La iteracion de (9.49) conduce (si converge) a la solucion aproximada de lasecuaciones diferenciales (9.46).
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Problemas 9.2
 Problema 9.2.1 (Fuente con roce).Resolver el problema de la fuente cuando ademas de la fuerza de gravedad hayuna fuerza de roce proporcional al cuadrado de la velocidad
 ar = µvv (9.50)
 9.3. Aplicacion al problema de la evolucion es-telar
 Para aplicar todo lo que hemos discutido hasta ahora al problema de laevolucion estelar, definido por las ecuaciones (9.1), es necesario discutir variospuntos adicionales. Los comentarios de esta seccion no son, ni por casualidad,completos.
 9.3.1. Variables dependientes e independientes
 En los interiores estelares, las variables dependientes suelen variar sobrerangos muy grandes de valores. Por ejemplo, en un modelo solar temperatura,presion y densidad variaran en un rango
 5× 103 K < T < 2× 107 K (9.51a)
 3× 1011 dina/cm2 < P < 3× 1017 dina/cm2 (9.51b)
 5× 10−3 g/cm3 < ρ < 2× 102 g/cm3 (9.51c)
 Estas eneormes variaciones en el valor de las variables hacen extremadamentedifıcil la discretizacion de las ecuaciones de evolucion (9.1). Es conveniente hacerun cambio de variables adecuado para evitar la variacion de las variables sobrerangos tan grandes. Uno bastante obvio es
 $ = ln
 (
 P
 P0
 )
 θ = ln
 (
 T
 T0
 )
 x = ln
 (
 r
 r0
 )
 λ = ln
 (
 L
 L0
 )
 (9.52)
 en donde las constantes de normalizacion P0, T0, r0, L0 pueden elegirse en formaconveniente. Las nuevas variables corren sobre un rango pequeno y la discreti-zacion es mucho mas precisa de esa manera. Otra eleccion conveniente es
 P = P0 sinh$′ T = T0 sinh θ
 ′ r = r0 sinhx′ L = L0 sinhλ
 ′ (9.53)
 que tiene la ventaja de no arruinarse con las condiciones de contorno en el centroo en la superficie. Finalmente, una alternativa interesante es elegir variablesmotivadas fısciamente. Por ejemplo, el grado de degeneracion η = βµe es unavariable muy conveniente porque con ella se pueden expresar muchas variablestermodinamicas, como la presion y la temperatura, o los grados de ionizacion(en forma aproximada).
 Un problema delicado es la eleccion de la discretizacion. Un modelo estelarpuede estar formado por un numero grande de capasM ∼ 103 y si los puntos dedivision no estan bien distribuidos, todo el trabajo puede ser insuficiente. Para
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conseguir una buena distribucion de los puntos, es conveniente introducir unanueva variable independiente q
 m = m(q) dm =dm
 dqdq (9.54)
 y discretizar en la variable q. Ahora bien, podemos aprovechar esta nueva varia-ble para lograr una buena distribucion de puntos de discretizacion. Uno esperaque necesite muchos puntos cuando alguna de las variables dependientes varıamuy rapido. Esto ocurre cuando los gradientes son muy grandes, cuando haysingularidades o situaciones similares. Una forma de hacerlo es elegir a la den-sidad de puntos de discretizacion proporcional a los segundos miembros de lasecuaciones diferenciales:
 d q
 dm=
 √∑
 i λ2i f
 2i (m)
 ψ(9.55)
 en donde las λi son contantes de peso adecuadas y ψ es una constante de nor-malizacion que se elige de modo que
 m(q = 1) =M (9.56)
 Una forma comoda de implementar este cambio de variables es introducirdos ecuaciones diferenciales adicionales
 dQ
 d q= ψ
 dψ
 d q= 0 (9.57)
 que implementan automaticamente el cambio de variables. La eleccion de lasconstantes λi debe hacerse de modo adecuado: eso es arte mas que ciencia.
 9.3.2. La evolucion temporal
 La evolucion temporal de una estrella esta determinada, fundamentalmente,por las ecuaciones de evolucion quımica (9.2). Solo en etapas muy especiales desu vida, otras derivadas temporales como las de las ecuaciones (9.1b) (fuerzainercial) o (9.1c) (redistribucion de materia) son importantes.
 Las ecuaciones (9.2) son malditas porque en ellas hay numerosas escalastemporales involucradas. Por ejemplo, la escala temporal del proceso inicial dela reaccion p− p es del orden de 1010 a, mientras que la vida media del deuterioes del orden de minutos. Ecuaciones diferenciales con estas caracterısticas sellaman ecuaciones diferenciales duras (stiff differential equations). Su resolucionrequiere metodos implıcitos muy estables, tal como el metodo de los trapecios(Seccion 9.1.2). Por ejemplo
 X(t+∆t)−X(t) =∆t
 2[f(X, t+∆t) + f(X, t)] (9.58)
 Se trata de un sistema de ecuaciones no lineales, que deben resolverse numeri-camente para hallar una solucion adecuada. Si bien el intervalo +∆t puede serrazonablemente grande, su valor debe elegirse de modo de que la secuencia demodelos estelares sea razonablmente precisa. Si τ es uan escala de tiempo ca-racterıstica de la etapa evolutiva, +∆t ≤ τ .
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Durante etapas muy rapidas de evolucion, las cantidades dS/dt y d2r/dt2 nopueden despreciarse. En ese caso, las derivadas pueden aproximarse por
 dS
 d t' S(m, t+∆t)− S(m, t)
 ∆t(9.59a)
 v =d r
 d t' r(m, t+∆t)− r(m, t)
 ∆t(9.59b)
 d v
 d t' v(m, t+∆t)− v(m, t)
 ∆t(9.59c)
 Observese que las “derivadas totales” son, en realidad, parciales.
 Notas bibliograficas
 La referencia [60] trae una introduccion conceptual a los metodos numericospara las ciencias exactas. La referencia [90] incluye una descripcion didacticade numerosos metodos numericos. La exposicion de la Seccion 9.1 se basa sobrenotas ineditas del autor [115].
 Existen en Internet numerosas colecciones tanto de dominio publico comocomerciales de funciones y subrutinas en FORTRAN, entre ellas las referencias[90] (comercial) y [107] (dominio publico). La biblioteca GSL [106] ofrece unacoleccion muy moderna y bien documentada de subrutinas en C.
 Las referencias [35, 70] traen una breve discusion de los metodos numericospara problemas con condiciones de contorno. Una discusion mucho mas comple-ta puede verse en [90, Cap. 17], donde ademas se discute una implementacionparticular del algoritmo de relajacion. La aplicacion al problema de evolucionestelar, con muchos detalles sobre la implementacion, puede verse en las refe-rencias [71, 47].
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Capıtulo 10
 Evolucion hasta lasecuencia principal
 Las primeras etapas de la evolucion estelar son el colapso de una nube degas, que se comprime hasta que se encienden las reacciones nucleares. La estrellaası formada pertenece a la secuencia principal del diagrama HR y su propiedaddistintiva es quemar hidrogeno en helio en su centro a traves de las reaccionesp− p o del ciclo CNO.
 Una de las caracterısticas mas importantes de la secuencia principal es quevarias de las predicciones de la teorıa de interiores estelares pueden contrastarsecon la observacion y ası ponerla a prueba.
 10.1. Colapso de una nube de gas
 La formacion de uns estrella se inicia cuando una nube de gas en el espaciose hace inestable y colapsa bajo la accion de su pnorpio peso, tal vez ayudadapor factores externos, tales como un subito aumento de la presion exterior1.
 Examinaremos en esta seccion el proceso de colapso, desde su comienzo hastasu detencion por el encendido de las reacciones nucleares en el centro de la nube.
 10.1.1. El criterio de Jeans
 Para comprender el fenomeno de colapso, cosnideremos un sencillo modelode nube: una masa esferica de gas, sumergida en un medio con una presion Pe.Si la nube estelar esta en equilibrio estable, debe satisfacer el teorema virial(5.42)
 4π
 3R3P0 =
 ∫ R
 0
 PdV − 1
 3
 ∫ R
 0
 Gm(r)
 rdm (10.1)
 en donde P0 es la presion en la superficie de la nube y R su radio. Como yahemos dicho, el primer termino del segundo miembro es la energıa interna del
 1Este puede producirse por el pasaje de la nube por una region de mayor densidad, talcomo un brazo espiral. Otro mecanismo posible, es que la nube sea alcanzada por una ondade presion originada en una supernova.
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gas, mientras que el segundo es su energıa gravitacional Ω. Supongamos que laesfera es aproximadamente isoterma; entonces
 ∫ R
 0
 PdV = cV nT = cVM
 µT
 y ademas
 Ω = −ηGM2
 Ren donde η es un parametro de orden 1 que podrıa obtenerse del perfil dedensidad de equilibrio de la nube.
 La presion superficial es, pues
 P0 = 3cVMT
 4πµR3− 3η
 GM2
 4πR4(10.2)
 y la condicion de equilibrio mecanico del gas con su entorno es
 Pe = P0 = 3cVMT
 4πµR3− 3η
 GM2
 4πR4(10.3)
 Ahora bien, la presion superficial, como funcion de R, tiene un cero en
 R0 = ηµGM
 cV T(10.4a)
 un maximo en
 Rm =4
 3R0 =
 4
 3ηµGM
 cV T(10.4b)
 y tiende a cero en el infinito (Figura 10.1).Pero en la region R < Rm
 dP
 dV=
 1
 4πR2
 dP
 dR> 0 (10.5)
 y por lo tanto, se viola la condicion de estabilidad. Para una masa M dada,existe un radio mınimo Rm y por lo tanto una densidad media maxima
 ρ =3M
 4πR3m
 (10.6)
 Las ecuaciones (10.4b) o (10.6)Por otra parte, para una condicion de equilibrio dada (Pe, Te,ρ), existe una
 masa maxima, la masa de Jeans:
 MJ =4π
 3ρR3
 m ∼√
 (
 πR
 Gµ
 )3T 3
 ρ(10.7)
 que es crıtica para la estabilidad: toda masa M > MJ es inestable.Numericamente, la masa de Jeans es muy grande. Usando valores tıpicos del
 medio interestelar
 MJ ∼ 105M¯
 (
 T
 100 K
 )3/2(ρ
 10−24 g/cm3
 )−1/2
 (10.8)
 Este numero es muy grande y la nube no puede colapsar como un todo: en sulugar, se rompe en nubes mas pequenitas, en un proceso llamado fragmentacion.
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 Figura 10.1: Presion de una nube en funcion del radio
 10.1.2. Colapso de una esfera homogenea
 Antes de analizar la fragmentacion, examinemos el caso sencillo de una esferahomogenea de radio R, que colapsa bajo su propio peso. Supondremos que lapresion es despreciable, ya que de ese modo tendremos una solucion analıtica,pero esta aproximacion no esta mal para entender cualitativamente el proceso.
 La ley de conservacion del impulso (2a ley de Newton) toma la forma
 r = −Gm(r)
 r2= − GM
 R(t)2(10.9)
 en donde esta ultima ecuacion es valida para un punto de la superficie. Estaultima ecuacion tiene una iontegral primera
 1
 2R2 =
 GM
 R0
 (
 R0
 R− 1
 )
 (10.10)
 en donde R0 es el radio inicial de la configuracion.Para integrar esta ecuacion, hagamos el cambio de variables
 R(t)
 R0= cos2 ξ
 R
 R0= − sen 2ξξ
 R(t)
 R0− 1 = tan2 ξ (10.11)
 en la ecuacion (10.10) hallamos
 ξ = −1
 2
 √
 2GM
 R30
 sec2 ξ (10.12)
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 Figura 10.2: Colapso de una nube sin presion
 cuya solucion con la condicion inicial t = 0, ξ = 0 es
 t
 τff= ξ +
 1
 2sen 2ξ (10.13)
 con la definicion de la escala temporal de caıda libre
 τff =
 √
 R30
 2GM=
 √
 3
 8πGρ0(10.14)
 Las ecuaciones (10.11) y (10.13) describen completamente la solucion delproblema (Figura 10.2).
 10.1.3. Fragmentacion
 Observemos, ante todo, que el colapso de la nube de gas es aproximadamenteisotermo. En efecto, el tiempo caracterıstico de caıda libre es
 τff ∼1√Gρ∼ 108 a (10.15a)
 mientras que el tiempo de enfriamiento de la nube es, groseramente, igual a laenergıa interna por unidad de masa dividida por la tasa tıpica de radiacion Λ,ya que la nube es muy transparente y la radiacion puede llevarse eficientementela energıa
 τe ∼cV T
 Λ∼ 100 a (10.15b)
 en donde hemos usado T ∼ 100 K y Λ ∼ 1 erg/g s. Esto significa que durante lacaıda libre, temperatura y presion se mantienen aproximadamente constantes.En esas condiciones, la masa de Jeans decrece como 1√
 ρ .
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En estas condiciones, es economico en energıa que la nube se fragmente:cuando MJ se ha reducido aproximadamente a la mitad, por ejemplo, un ca-mino posible es que la nube se rompa en dos pedazos, cada uno de los cualescolapsa por separado. Esta cascada de rupturas prosigue mientras el colapso seaisotermico, pero se detendra en cuanto la energıa no pueda escapar del gas porradiacion. En ese caso, el colapso se hara adiabatico, y en esas condiciones
 T ∝ ρ23 MJ ∝√ρ (10.16)
 y un aumento de la densidad detendra el colapso de la nube.Para estimar la masa lımite, observemos que la luminosidad de la nube debe
 ser igual a la energıa irradiada. Esta ultima se produce solo por la variacion dela energıa gravitacional, y sera
 E ∼ GM2
 R
 √
 Gρ =
 √
 3
 4π
 G3M5
 R5(10.17)
 La luminosidad de la nube, por otra parte es
 Lg = 4πσT 4R2f (10.18)
 en donde f ∼ 3∆T/T tiene en cuenta que la radiacion no es perfectamenteeficiente. Igualando ambas ecuaciones
 M5 =64π3
 3
 σ2T 8R9f2
 G3(10.19)
 La fragmentacion se detendra cuando la masa de Jeans sea igual a (10.19).Eliminando el radio de esta ecuacion con (10.4b) hallamos
 MfJ =
 9
 64
 √
 3
 π3/2
 1√
 G3fσ
 [
 T
 (
 cVµη
 )9]
 14
 (10.20)
 para la masa tıpica de los fragmentos finales. Numericamente
 MfJ ∼ 0,01M¯
 (
 T
 f2
 )14
 (10.21)
 Como los fragmentos algo se calientan durante el colapso, la temperaturafinal tıpica es del orden de ∼ 1000 K, y f ∼ 0,1, resulta M f
 J ∼M¯.
 Problemas 10.1
 Problema 10.1.1 (Inestabilidad de Jeans).Examinemos la estabilidad de un gas isotropico y homogeneo ante su propiocampo gravitacional. Las ecuaciones de movimiento son
 ∂ρ
 ∂t+∇ · ρv = 0 (10.22a)
 ρdv
 d t= −∇P + ρg (10.22b)
 ∇2φ = 4πGρ (10.22c)
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y las relaciones constitutivas
 P =R
 µρT (10.23a)
 g = −∇φ (10.23b)
 Probar que existe una solucion estacionaria ρ0, T0, φ0,v0 de las ecuaciones (10.22),que correspoinde a una distribucion homogenea e isotropica del gas.
 Problema 10.1.2 (Inestabilidad de Jeans (2)).La solucion del Problema 10.1.1 sufre una pequena perturbacion δρ, δT, δφ, δv.Hallar las ecuaciones linearizadas que satisfacen las perturbaciones.
 Problema 10.1.3 (Inestabilidad de Jeans (3)).Buscar una solucion en forma de onda de las ecuaciones linearizadas del Pro-blema 10.1.2. Probar que existe una longitud de onda mınima λJ , tal que
 λ < λJ Imω 6= 0 (Inestable) (10.24)
 λ > λJ Imω = 0 (Estable) (10.25)
 10.2. Formacion de la estrella
 La evolucion posterior del fragmento formado conducira a la formacion dela estrella. Si bien la fragmentacion de la nube ha cesado, el fragmento todavıaes gravitacionalmente inestable y el colapso proseguira hasta que su presion seasuficientmente alta. Es posible seguir cualitativamente su comportamiento.
 10.2.1. El nucleo colapsado
 Mientras la opacidad es suficientemente pequena, la radiacion puede escaparlibremente del fragmento y este colapsa en caıda libre. Sin embargo, cuando ladensidad aumenta lo suficiente, la energıa acumulada no puede eliminarse, elcentro se calienta y la caıda libre se detiene. El proceso siguente es la acreciondel nucleo estelar ası formado.
 Veamos un modelo muy sencillo de acrecion. Supondremos que el nucleotiene una masa M(t), que se incrementa por el material que cae del resto delfragmento. Supondremos, por simplicidad, que el flujo es puramente radial yque es sistema es cuasi-estacionario. La ecuacion de conservacion de la masatoma la forma
 M = 4πr2ρv (10.26)
 Supondremos que el tiempo de caıda del gas, del orden de τff , es pequenocomparado con la escala caracterıstica de la acrecion
 τac =M
 M(10.27)
 En estas condiciones se puede considerar que la velocidad y densidad delmaterial que cae son aproximadamente independientes del tiempo. Ademas,despreciaremos los efectos gravitacionales del gas. En esas condiciones, la con-servacion de la energıa da
 1
 2v2 =
 GM
 r(10.28)
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y por lo tanto
 ρ =M
 4π√2GMr3
 (10.29)
 En la superficie del nucleo r = R el gas pierde toda su velocidad y suenergıa se transforma en calor. Para que eso ocurra, se deben cumplir las leyesde conservacion de la masa, del impulso y de la energıa en la forma
 ρnR = ρgvg (10.30a)
 Pn = ρgv2g (10.30b)
 ρnRcPTn + σT 4ef = ρgvg1
 2v2g (10.30c)
 en donde hemos hecho varias simplificaciones (ver Seccion 13.2).De las ecuaciones (10.30a) y (10.30b), junto con la ecuacion de estado de los
 gases deducimos
 cPTn =5
 2RTn = µ
 Pn
 ρn= µvgR (10.31)
 Pero R¿ vg y por lo tanto
 cPTn ¿1
 2v2g (10.32)
 La energıa excedente se elimina como radiacion, y la luminosidad resultante sellama luminosidad de acrecion
 Lac =1
 2v2(R)M (10.33)
 En las condiciones en que traajamos, el nucleo de la estrella crece en formaaproximadamente adiabatica.
 10.2.2. El modelo de Larson
 Los modelos discutidos en las secciones anteriores son muy esquematicos. Unmodelo mucho mas realista es el modelo de Larson: uno de los primeros calculosde colapso de una nube de gas. Aunque aun muy simplificado, el modelo contienemuchos elementos mejor modelados.
 Las ecuaciones de movimiento se trabajaron en la forma euleriana
 ∂m
 ∂t+ 4πr2vρ = 0 (10.34a)
 ∂v
 ∂t+ v
 ∂v
 ∂r+GM
 r+
 1
 ρ
 ∂P
 ∂r= 0 (10.34b)
 ∂u
 ∂t+ P
 ∂ 1ρ∂t
 + v
 [
 ∂u
 ∂r+ P
 ∂ 1ρ∂r
 ]
 +1
 4πρr2∂l
 ∂r= 0 (10.34c)
 ∂m
 ∂r= 4πr2ρ (10.34d)
 l = −16πacr2
 3κρT 3∂T
 ∂r(10.34e)
 A estas ecuaciones debe anadirse la ecuacion de estado, que es la de un gasideal formado por moleculas de hidrogeno y helio atomico, fundamentalmente.
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Las moleculas pueden disociarse, satisfaciendo una ecuacion de equilibrio de tipoSaha, entre hidrogeno molecular e hidrogeno atomico. La opacidad dependeno solo de efectos atomicos, sino tambien de fenomenos macroscopicos.: parabajas temperaturas esta dominada por la absorcion por partıculas de polvo, porejemplo.
 Ademas de la condicion de contorno v(R, 0) = 0, las condiciones inicialesfueron
 T0 = 10 K ρ0 = 10−19 g/cm3 R ∼ 1012 UA M = 1M¯ (10.35)
 que corresponden a un tiempo de caıda libre
 τff ∼ 2× 105 a (10.36)
 El colapso, una vez iniciado, es al principio isotermo. Se forma un nucleocolapsado, de densidad aproximadamente constante, rodeado de una atmosferaen caıda libre, con una dependencia en la densidad ρ ∝ r−2. La diferencia con elperfil (10.29) se debe tanto al efecto de la gravedad como al de las condicionesde contorno.
 Una vez que la densidad llega a ser suficientemente alta el nucleo se vuelveopaco y entra en un regimen de crecimiento adiabatico, en equilibrio hidrostati-co. En ese momento, los parametros fısicos del nube eran:
 Tc ∼ 170 Kρn ∼ 10−10 g/cm3M ∼ 0,01M¯R ∼∼ 4 UA (10.37)
 En la superficie del nucleo se forma un choque en donde el gas pierde suvelocidad y se transforma en calor, y la mayor parte de la energıa cinetica seirradia como luminosidad de acrecion (10.33). El nucleo no se encuentra todavıaen equilibrio hidrostatico completo, y continua contrayendose, esencialmente enla escala Kelvin-Helmholtz. Se dice que en esas condiciones se ha formado unaprotoestrella.
 Durante la contaccion adiabatica la temepratura crece, y cuando llega a2000 K las moleculas de hidrogeno se disocian, el exponente adiabatico se hacemenor que 4/3 y la configuracion de la protoestrella se desequilibra y se produceun segundo colapso. En el centro de la nube se forma un segundo nucleo con
 Tc ∼ 2× 104 K ρ ∼ 10−3 g/cm3 R ∼ R¯ M ∼ 10−3M¯ (10.38)
 y otra superficie de choque donde sigue cayendo el material.El nucleo sigue contrayendose mientras prosigue la acrecion y calentandose
 en su interior. Cuando la temperatura central es la adecuada, se encienden lasreacciones nucleares y la protoestrella se ha convertido en una estrella de lasecuencia principal.
 10.3. La secuencia principal
 La secuencia principal es la etapa mas importante y la mas sencilla de laevolucion estelar. Durante su estadıo en la secuencia principal una estrella evo-luciona muy lentamente, quemando hidrogeno en su centro. La composicionquımica de la misma variara, entonces, de una manera regular: el hidrogenodesaparece poco a poco en el centro, siendo reemplazado por el helio.
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La secuencia principal inicial, sin embargo, no tiene estas inhomogeienida-des, lo que permite un tratamiento simplificado de su estructura. Examinaremos,en las secciones siguientes, esta secuencia principal de edad cero (Zero-age mainsecuence) (ZAMS) tanto con modelos numericos, obtenidos integrando las ecua-ciones de estructura estelar (9.1) como un modelo simplificado, basado sobre elmodelo de Eddington (Seccion 6.3.1).
 10.3.1. El modelo standard
 Usaremos el modelo standard de Eddington (Seccion 6.3.1) para describircualitativamente el comportamiento de una estrella en la secuencia principal.Recordemos que en el Modelo Standard, la presion de radiacion es proporcionala la presion de gas
 Pr =β
 1− βPg (10.39)
 y que eso conduce a una relacion politropica para la ecuacion de estado
 P =
 [
 (
 kBµmH
 )43
 a
 1− ββ4
 ]13
 ρ43 (10.40)
 de donde pueden deducirse las principales propiedades estelares. En particular
 ρc = Λ3M
 43πR
 3(10.41a)
 Pc =W3GM2
 R4(10.41b)
 Tc = Q3µ
 R
 GM
 R(10.41c)
 y de estas se deducen las propiedades termodinamicas como funcion del radiocon las ecuaciones (6.56).
 La masa de la estrella determina el parametro β en forma unica a traves dela ecuacion cuartica de Eddington (cf (6.57))
 M = 4π
 [
 (
 kBµmH
 )43
 a
 1− ββ4
 ]12
 1
 (πG)3/3
 ∣
 ∣ξ21θ′∣∣ (10.42)
 y por lo tanto, la masa unicamente determina la estructura del modelo.Sin embargo, las ecuaciones anteriores no determinan completamente el ra-
 dio. Para hacerlo, impondremos una condicion de consistencia: la luminosidaddel modelo debe coincidir (en forma aproximada) con la luminosidad producidapor las reacciones nucleares. Comenzaremos por hallar una expresion para la lu-minosidad aprovechando las propiedades del modelo standard. En primer lugar,observemos que la ecuacion de transporte radiativo (5.26) se puede escribir, (enel caso de transporte radiativo) en la forma
 L(r) = −4πr2 4ac3κρ
 T 3d T
 d r= −4πr2 c
 κρ
 dPr
 d r(10.43)
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y usando Pr = (1− β)P y la ecuacion de equilibrio hidrostatico
 L(r) = 4πG(1− β)M(r)
 κ(r)(10.44)
 y por lo tanto, hallamos para la luminosidad de la estrella la ecuacion
 κ(R)L
 M= κ(r)
 L(r)
 M(r)= 4πG(1− β) (10.45)
 La dificultad para usar estas ecuaciones reside en la expresion de la opa-cidad. Esta ultima variara en el interior, dependiendo de la temperatura y ladensidad. En particular, la opacidad superficial no esta bien definida en el mo-delo de Eddington. Reemplazaremos dicha opacidad por otra calculada en unatemperatura “promedio”. Definimos esta como
 T 4d =
 ∫ R
 04πr2T 4dr∫ R
 04πr2
 =3
 ξ31T 4c
 ∫ ξ1
 0
 x2θ43(x)dx (10.46)
 y se encuentra facilmenteTd = 0,324Tc (10.47)
 Ahora bien, a esta temperatura tıpica le corresponde la densidad
 ρd =β
 1− βaµ
 3RT 3d (10.48)
 y con ellas podemos evaluar la opacidad tıpica. Escribamos esta muy grosera-mente como
 κ ≈ κT + κK (10.49)
 donde usamos las aproximaciones
 κT = 0,2(1 +XH) κK ∼ 1,2× 1024(1 +XH)ρ
 T 3,5= κ0
 ρ
 T 3,5(10.50)
 Sustituyendo κ(R) por κ(Td) hallamos la luminosidad
 L ∼ 4πcG(1− β)κ(Td)
 M (10.51)
 Podemos hacer esta aproximacion, porque en el modelo de Eddington, la densi-dad es una funcion bien determinada de la temperatura.
 Por otra parte, la luminosidad tiene que se igual a la potencia total producidapor las reacciones nucleares. Introduzcamos la produccion media de energıa
 ε =
 ∫ R
 04πr2ερdr
 ∫ R
 04πr2ρdr
 =L
 M(10.52)
 y entonces la ecuacion (10.51) se escribe
 ε ' 4πcG(1− β)κ(Td)
 (10.53)
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Esta es la condicion de consistencia del Modelo Standard: determina el radiode la configuracion y con el los parametros fısicos de la estrella. Para ver comoes esto, parametricemos la produccion de energıa en la forma
 ε = εc
 (
 ρ
 ρc
 )a(T
 Tc
 )b
 (10.54)
 Sustituyendo en (10.52) hallamos
 ε = εc
 ∫ ξ10x2θa+3b+33 (x)dx∫ ξ10x2θ33(x)dx
 = εc
 ∫ ξ10x2θa+3b+33 (x)dx
 |ξ21θ′|
 Se puede demostrar que la ultima expresion puede aproximarse en la forma[9]
 ε =3,36
 [3(a+ 1) + b]εc (10.55)
 Las ecuaciones (10.42) y (10.53) junto con (10.55) forman un sistema deecuaciones de dnonde pueden determinarse las caracterısticas estelares de lasecuencia principal. Se pueden obtener soluciones analıticas aproximadas para la“alta” secuencia principal (M > 6M¯), en donde la opacidad es la de Thomsony la produccion de energıa esta dominada por el ciclo CNO, y en la “baja”secuencia principal (M < 2Modot) en donde la opacidad es la de Kramers y laproduccion de energıa esta dominada por la reaccion pp.
 10.3.2. Teorıa y observacion
 La seccion anterior explica cualitativamente las particularidades de la se-cuencia principal. Examinemos ahora los resultados que se obtienen integrandolas ecuaciones (9.1) con modelos adecuados para la ecuacion de estado, la pro-duccion y el transporte de energıa. Los caculos se hicieron con una version delprograma EVOLU, desarrollado por el grupo de evolucion estelar de la FCAGLP[16, 87].
 La Figura 10.3 muestra el diagrama HR teorico para la secuencia principalde edad cero (ZAMS) con una composicion quımica similar a la solar
 X ' 0,73 Y ' 0,25 Z ' 0,02 (10.56)
 La coincidencia entre teorıa y observacion es muy buena, especialmente si setiene en cuenta que la evolucion en la secuencia principal tiende a aumentar laluminosidad de la estrella.
 La comparacion es aun mas interesante con la relacion masa-luminosidad(Figura 10.4). La coincidencia entre teorıa y observacion es muy buena, te-niendo en cuenta las dificultades de la observacion, especialmente en la regionintermedia 0,6M¯ < M < 30M¯.
 La estructura de la ZAMS se revela mejor graficando las propiedades termo-dinamicas ρ, P, T en funcion de la masa estelar (Figura 10.5). La lınea verticalsepara la region en que la produccion de energıa se debe al ciclo del carbono (ala derecha) de la region originada en la cadena pp.
 La figura muestra que para M > 2M¯ la densidad central de la estrelladecrece con la masa, mientras que la temperatura aumenta un poco. Esto pue-de explicarse cualitativamente a traves del Modelo Standard de Eddington: la
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 Figura 10.3: Comparacion entre el diagrama HR calculado para la ZAMS y elobservado. El codigo es el mismo que en la Figura 1.1.
 temperatura central se obtiene de la ecuacion de consistencia (10.53). Pequenoscambios en la temperatura producen cambios importantes en la produccion deenergıa y por lo tanto la temperatura central debe variar poco. Por la ecuacion(10.41c), el radio debe variar tambien suavemente con la masa, mientras que ladensidad debe decrecer yq que depende de R−3.
 10.3.3. Evolucion en la secuencia principal
 Durante su etapa de secuencia princial, una estrella cambia muy poco. Sinembargo, en su interior se produce uno muy importante: el contenido de hidroge-no decrece poco a poco y el de helio aumenta, de modo que el peso moleculardel gas aumenta en el interior.
 Para una estrella de masa grande, el efecto de este aumento en el pesomolecular, es que la temperatura efectiva disminuye ligeramente, mientras que laluminosidad aumenta. El punto representativo se mueve “arriba y a la derecha”en el diagrama HR, de acuerdo con lo que muestra la Figura 10.3. En unaetapa posterior, el punto representativo cambia de direccion: la luminosidadsigue creciendo y la temperatura efectiva comienza a crecer, de manera que semueve paralelamente a la ZAMS.
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 Figura 10.4: Comparacion entre la relacio M − L calculada para la ZAMS y laobservada. El codigo es el mismo que en la Figura 1.1.
 Para estrellas de masa pequena, comparable a la masa solar, inicialmente laluminosidad y la temperatura aumentan, de modo que el punto representativo semueve “a lo largo” de la secuencia principal. En una etapa posterior, la lumino-sidad aumenta un poco mientras que la temperatura decrece bastante, de modoque el punto representativo se aleja en forma aproximadamente perpendiculara la ZAMS.
 La etapa de secuencia principal de la estrella termina bruscamente cuandose agota el hidrogeno en su interior. Esto ocurre en un tiempo del orden de
 τH ∼ ζXHM
 L∼ 1010
 (
 M
 M¯
 )−3a (10.57)
 en donde hemos usado la relacion masa-luminosidad (1.1).El tiempo de vida en la secuencia principal de una estrella, disminuye rapi-
 damente con su masa: τH ∼ 108 a para una estrella de 4M¯ y solo ∼ 107 a parauna de 10M¯.
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 Figura 10.5: Densidad y temperatura central de estrellas de la ZAMS. Tc:log T/106 K; rh: log ρ(g/cm3. La lınea marcada “eq” senala la masa para la cual laproduccion de energıa por la cadena pp iguala a la produccion de energıa por elciclo CNO.
 Problemas 10.3
 Problema 10.3.1 (Modelo de Eddington de la secuencia principal).Resolver numericamente la ecuacion de Eddington (10.42) para estrellas de masa
 0,5 0,8 1,0 1,5 2,0 5,0 10,0 15,0 20 50 (10.58)
 masas solares. Haga una tabla con los resultados.
 Problema 10.3.2 (Modelo de Eddington de la secuencia principal (2)).Usando las aproximaciones
 εpp ' 0,068X2ρ
 (
 T610
 )4,6
 κK ' 1,2× 1024(1 +X)ρ
 T 3,5M < 2M¯
 (10.59)
 εCNO ' 2,2× 104XZC
 (
 T625
 )16,7
 κT ' 0,19(1 +X) M > 2M¯
 (10.60)
 en donde ZC ' 2/3Z es la fraccion de los elementos CNO, resolver la ecuacionde consistencia (10.53).
 Problema 10.3.3 (Modelo de Eddington de la secuencia principal (3)).Usando los resultados de los problemas anteriores, calcular el diagrama HR y larelacion ML para estrellas de la secuencia principal.
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 Figura 10.6: Propiedades termodinamicas del Modelo Solar Standard en funciondel radio, normalizadas a los valores centrales.
 10.4. El “Modelo Solar Standard”
 Puesto que el Sol es la estrella mas cercana a la Tierra, es tambien la mejorobservada y la mas estudiada teoricamente. Discutamos el Modelo Solar Stan-dard, desarrollado por Bahcall y sus colaboradores [12], en donde se puede llevara cabo una comparacion detallada entre teorıa y experimento.
 Por “Modelo Solar Standard” los autores entienden el modelo solar cons-truıdo con las mejores hipotesis fısicas y datos de entrada. Para fijar los parame-tros del modelo, se requiere que reproduzca el radio y la luminosidad solar enla epoca actual t¯, ası como la composicion quımica superficial observada Z/X
 Robs¯ = 6,9598× 1010 cm Lobs¯ = 3,844× 1033 erg/s (10.61)
 Z
 X
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 obs
 ¯= 0,0230 t¯ = 4,57 Ga (10.62)
 Se utilizaron la ecuacion de estado y las opacidades de OPAL, que contienennumerosas correcciones a la ecuacion de estado basica “gas ideal mas radiacion”(Seccion 4.3.2) y a las opacidades basicas (Seccion 7.2). Asimismo, las tasasde reacciones nucleares incluıan correcciones sutiles por apantallamiento de labarrera coulombiana por electrones, ası como las determinaciones mas precisasconocidas de los factores de forma S(E). Para la importante region convectivaen la superficie solar se utilizo la teorıa de la longitud de mezcla (Seccion 7.3.2).
 La referencia [12] contiene muchos otros detalles sobre las hipotesis y datosde entrada usados para definir el modelo.
 193

Page 195
                        

0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
 1.2
 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
 r
 mrL
 Figura 10.7: Distribucion de masa y luminosidad como funcion de r, normaliza-dos a los valores superficiales.
 10.4.1. Propiedades termodinamicas
 La Figura 10.6 muestra las propiedades termodinamicas del Modelo SolarStandard como funcion del radio. Dichas propiedades no difieren mucho de lasdel modelo de Eddington y de hecho, en la region interna,
 ρ ∝ T 3
 aproximadamente.Los valores centrales de estas propiedades son
 Tc = 1,568× 107 K ρc = 154,3 g/cm3 Pc = 2,336× 1017 erg/cm3 (10.63)
 que deberıan compararse con los del modelo de Eddington. Se verıa entoncesque este ultimo subestima el valor de la densidad central por un factor ∼ 2.
 La Figura 10.7 muestra las distribuciones de masa y densidad en el ModeloSolar Standard, normalizados a sus valores superficiales
 R¯ = 6,9598× 1010 cm L¯ = 3,8515× 1033 erg/s (10.64)
 Estos difieren de los observados en cantidades menores que los errores de ob-servacion. Es caracterıstica la concentracion de produccion de energıa cerca delcentro.
 Finalmente, la Figura 10.8 muestra las distribuciones de hidrogeno y he-lio como funciones de r. Se observa claramente la dramatica desaparicion dehidrogeno en el centro solar: la mitad del hidrogeno original se ha transformadoen helio.
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 Figura 10.8: Distribucion de la composicion quımica en el interior solar.
 En esta figura se aprecia claramente que el ultimo 30% del interior solar (enradio) es convectivo: las lıneas horizontales senalan una mezcla muy eficienteque uniformiza la concentracion en ese intervalo. Observese, sin embargo, queeste rango en r corresponde solo al ∼ 2,5% en coordenadas de masa.
 10.4.2. Evolucion del Modelo Solar Standard
 La condicion inicial para el Modelo Solar Standard es un modelo en la ZAMS:de composicion quımica homogenea
 X = 0,73925 Y = 0,24370 Z = 0,01705 (10.65)
 hace t¯ anos. La evolucion se hace construyendo modelos sucesivos a lo largode 8 Ga.
 Los resultados pueden resumirse de esta manera. El radio solar crece monoto-namente durante su estadıa en la secuencia principal. Su evolucion puede ex-presarse aproximadamente en la forma
 R¯(t)
 R¯' 1,0013 + 0,0373(t− t¯) + 0,0025(t− t¯)2 (10.66)
 en donde la edad solar se expresa en gigaanos. Del mismo modo, la luminosi-dad solar crece durante su etapa en la secuencia principal, de modo que puedeaproximarse en la forma
 L¯(t)
 L¯' 1,0029 + 0,085(t− t¯) + 0,0047(t− t¯)2 (10.67)
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Figura 10.9: Valores centrales de las propiedades termodinamicas solares comofuncion de la edad. (Ref. [12])
 Las ecuaciones (10.66) y (10.67) predicen una bonita ley de escala para laluminosidad solar como funcion del radio
 L¯(t)
 L¯'
 (
 R¯(t)R¯
 )2,5
 t < 5,5 Ga(
 R¯(t)R¯
 )2
 t > 5,5 Ga(10.68)
 Un momento de reflexion muestra que la temperatura efectiva del sol hacambiado poco durante los ultimos mil millones de anos y se mantendra durantelos tres mil quinientos siguientes. Una expresion aproximada es
 T ef¯ (t)
 T ef¯' 1 + 0,0024(t− t¯)− 0,0006(t− t¯)2 (10.69)
 Esto es una suerte para nosotros, pues la temperatura de la Tierra esta de-terminada por la temperatura de equilibrio, definida por la ecuacion
 L¯4πa2
 πR⊕ = 4πR⊕σT4 (10.70)
 que afirma que la radiacion solar absorbida por la Tierra es reemitida por lamisma a su temperatura de equlibrio.
 T eq¯ (t)
 T eq¯=
 (
 L¯(t)
 L¯
 )14
 ' 1 + 0,02(t− t¯) (10.71)
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 Figura 10.10: Velocidad del sonido en el interior solar. La diferencia entre teorıay observacion es menor que el ancho de la lınea.
 La temperatura ha cambiado en pocos grados desde el origen del sistemasolar, posibilitando la existencia de vida en la Tierra.
 Por otra parte, la evolucion solar en el diagrama HR es de lo mas aburrida:una lınea practicamente vertical, de corta longitud.
 La Figura 10.9 muestra la evolucion de los valores centrales de las propieda-des termodinamicas durante la etapa de secuencia principal.
 10.4.3. Heliosismologıa
 La observacion de pequenas oscilaciones en la superficie solar ha permiti-do hacer otra prueba observacional del Modelo Solar Standard. Se trata dela reconstruccion observacional de la velocidad del sonido en el interior solar,basandose sobre la observacion de las frecuencias de oscilacion de las ondas p.Estas son esencialmente ondas sonoras de gran longitud, que se propagan sobrela superficie solar.
 Las frecuencias de oscilacion dependen, fundamentalmente, de la distribucionde velocidad del sonido con la profundidad y esta es
 c2s =
 (
 ∂P
 ∂ρ
 )
 S
 (10.72)
 El conocimiento de un gran numero de frecuencias de oscilacion permitenreconstruir cs y de este modo comparar teorıa con experimento. La Figura 10.10muestra la distribucion de velocidades en el interior solar. La diferencia relativa
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entre teorıa y experimento en el rango observado 0,05 < r/R < 0,95 es menorque 10−3.
 Hay, pues, una excelente concordancia entre teorıa y experimento en el in-terior solar.
 Problemas 10.4
 Problema 10.4.1 (Comparacion con el modelo de Eddington).Usando los resutados de los problemas de la Seccion 10.3, comparar los resulta-dos del Modelo de Eddington con el Modelo Solar Standard.
 Notas bibliograficas
 Las referencias [35, 70] traen una discusion general de las primeras etapasde evolucion estelar.
 La inestabilidad de Jeans cumple un papel importante en astrofısica y cos-mologıa. Tratamientos sencillos pueden verse en [118, 70].
 El colapso y formacion de estrellas esta discutido en [79, 70].La evolucion en la secuencia principal esta discutida en las referencias [98, 35]
 y especialmente en [70]. El sencillo modelo para la ZAMS es una variante deldescripto en [9].
 El modelo solar standard de Bahcall esta descripto en [12] y las referenciasallı citadas.
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Capıtulo 11
 Astronomıa de neutrinos
 Una de las ramas mas modernas de la astronomıa observacional es la deneutrinos, desarrollada inicialmente por R. Davis Y J. Bahcall. Los neutrinosson partıculas elementales caracterısticas de las interacciones debiles y por lotanto muy difıciles de detectar. Sus secciones eficaces de reaccion son insignifi-cantes. Pero por la misma razon, la materia es esencialmente transparente paralos neutrinos y la observacion de estos ultimos ofrece la posibilidad de obte-ner informacion directa sobre las regiones mas profundas de una estrella, enparticular el Sol.
 11.1. Nociones sobre las interacciones debiles
 Las interacciones debiles mantuvieron un halo de misterio a su alrededor,hata la creacion de la teorıa de Salam-Weinberg y su confirmacion en la decadade los ’70. Actualment, se la puede exponer en forma relativamente sencilla, acondicion de usar una formulacion basada sobre diagramas de Feynman y dehacer un poco de “hand waving” sobre la manera de calcular los propagadores.
 11.1.1. Leyes de conservacion
 Ante todo, las interacciones debiles describen transiciones entre distintaspartıculas elementales. Podemos describir las propiedades electrodebiles de estasultimas asignandole a cada una un numero cuantico que se llama carga debil o(por razones historicas) isospın debil. Elegiremos a esta carga debil igual a 1
 2para el neutrino y - 12 para el electron. Como de costumbre, las cargas debiles delas antipartıculas tienen signo opuesto al de las partıculas. El operador cuyosautovalores son las cargas debiles se llama T 0.
 Los operadores que describen la transformacion de un electron en un neutrinoy viceversa se llaman T±. Podemos dar una representacion matricial sencilla deestos operadores y de T 0 si escribimos la funcion de onda del lepton en la forma
 ∣
 ∣
 ∣ψ(l)
 ⟩
 =
 (
 ψ(ν)
 ψe
 )
 T+ =
 (
 0 10 0
 )
 =(
 T−)†
 T 0 =
 (
 12 00 − 1
 2
 )
 (11.1)
 En el caso de los bariones, la asignacion es T 0p = 1
 2 , T0n = − 1
 2 , en donde p, ndesignan proton y neutron, respectivamente. La representacion de la funcion deonda es similar a (11.1).
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Propiedades de los fermionesTipo Familias No CuanticoMasas (MeV) 1 2 3 B Tz QNeutrinos νe νµ ντ 0 1
 2 00 0 0
 Leptones cargados e µ τ 0 − 12 −1
 0,511 105,7 1777Quarks u u c t 1
 312
 23
 3 1250 1,74× 105
 Quarks d d s b 13 − 1
 2 − 13
 6 125 4200
 Propiedades de los bosonesCampo S T Q M(GeV)Foton 1 0 0 0Gluon 1 0 0 0Higgs 0 1
 2 0 ∼ 150W± 1 1 ±1 80,42Z0 1 1 0 91,19Graviton 2 0 0 0
 Cuadro 11.1: Propiedades de las partıculas elementales. B: Numero barionico.T, Tz: isospın debil (T = 1
 2 para los fermiones). Q carga electrica, en unidadesde la carga del electron e. S spin del campo (S = 1
 2 para los fermiones)
 El isospın debil, como puede verificarse facilmente, tiene propiedades ma-tematicas identicas a las del spin (de ahı su nombre). Tanto la componente z (lacarga debil) como el isospın total T 2 se conservan en las interacciones debiles.
 Hay otras cantidades conservadas en primera aproximacion: una de ellas esel numero de leptones de un tipo dado. El Modelo Standard de la InteraccionesFundamentales (MSI) reconoce tres (y solo tres) familias de fermiones elemen-tales. Cada familia esta formada por dos leptones (un neutrino y un leptonmasivo) y por dos quarks.
 Las propiedades electrodebiles de los miembros correspondientes de cadafamilia son identicas: solo sus masas son diferentes. El por que estas escalasde masas difieren es, todavıa, un misterio que lleva el nombre pintoresco deproblema de la jerarquıa.1 La Tabla 11.1 muestra un resumen de las propiedadesrelevantes de las partıculas elementales, relevantes para las interacciones debiles.
 11.1.2. Partıculas y campos
 La teorıa de las interacciones debiles esta construida como una generaliza-cion de la teorıa electromagnetica. En esta ultima se introduce el tetravectorpotencial Aµ(x), que satisface la ecuacion
 ¤Aµ = 4πJeµ (11.2)
 1En realidad, hay varios problemas que llevan ese nombre.
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Parametro Definicion Valor Unidades
 Masa del electron e 4,8033× 10−10 ues
 1,6022× 10−19 C
 Constante de estructura fina e2/~c 1/137,036
 7,2974× 10−3
 Masa del electron me 9,110× 10−27 g
 0,5110 MeV/c2
 Masa del nucleon mN 1,674× 10−24 g
 0,939 GeV/c2
 Masa del W MW 1,422× 10−22 g
 80,42 GeV/c2
 Masa del Z MZ 1,626× 10−22 g
 91,19 GeV/c2
 Angulo de Weinberg sen2 θW 0,223
 cos θW = MW
 MZ0,882
 Constante de Fermi GF 1,435× 10−49 erg cm3
 GF/(~c)3 1,166× 10−5 GeV−2
 Cuadro 11.2: Parametros del modelo standard en el lımite de bajas energıas.
 en donde Jeµ es la corriente electromagnetica. Esta ultima satisface el principio
 de conservacion de la carga electrica
 ∂µJµe = 0 (11.3)
 Las ecuaciones (11.2) y (11.3) caracterizan en gran medida a la teorıa elec-tromagnetica. Es necesario, para completarla, anadir un modelo matematico dela corriente electromagnetica.2
 Para describir las interacciones debiles, Salam y Wienberg introdujeron nue-vos campos, analogos al campo electromagnetico y conectados con el:W±
 µ y Zµ.Todos ellos son campos masivos, que satisfacen (en el orden mas bajo de teorıade perturbaciones) las ecuaciones
 ¤W±µ +
 (
 MW c
 ~
 )2
 W±µ = 4πJ±µ (11.4a)
 ¤Z0µ +
 (
 MZc
 ~
 )2
 Z0µ = 4πJ0µ (11.4b)
 Las fuentes de estos campos se llaman las corrientes debiles cargadas y co-rrientes debiles neutras respectivamente.
 Parecerıa que uno debe trabajar con la formulacion completa de los campos,pero una circunstancia importante simplifica todo el tratamiento: las masas delos campos W±
 µ y Zµ son muy grandes, mucho mas que la masa del protonMW ,MZ ∼ 100 GeV, mientras que los intercambios de energıa tıpicos en las
 2La ecuacion (11.2) es valida solo en el calibrado (gauge, medida) de Lorentz ∂µAµ = 0,
 impuesto por la conservacion de la carga.
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interacciones debiles nucleares son mucho mas chicos que la masa del proton∆E ∼ 10 MeV.
 En esas condiciones, las ecuaciones (11.4) tienen las soluciones aproximadas
 W±µ ' 4π
 (
 ~MW c
 )2
 J±µ (11.5a)
 Z0µ ' 4π
 (
 ~MZc
 )2
 J0µ (11.5b)
 es decir, que los campos debiles obedecen servilmente a sus corrientes.¿Cual es la interaccion entre los campos debiles y la materia? En el caso
 electromagnetico, esta interaccion tiene la forma
 HeI =
 ∫
 drJeµA
 µ (11.6)
 En forma similar, se propuso para los campos debiles
 HwI =
 ∫
 dr(
 J−µ W(+)µ + J+µ W
 (−)µ + J0µW(0)µ)
 (11.7)
 Sustituyendo (11.5) en (11.7) hallamos el hamiltoniano de interaccion en-tre corrientes (o tambien, corriente-corriente), propuesto por primera vez porFermi, aunque solo para las corrientes cargadas:
 HwI '
 ∫
 dr
 [
 4π
 (
 ~MW c
 )2(
 J (−)µ J (+)µ + J (+)µJ (−)µ
 )
 + 4π
 (
 ~MZc
 )2
 J0µJ(0)µ
 ]
 (11.8)Este hamiltoniano efectivo es lo que definira nuestras interacciones.
 11.1.3. Estructura de las corrientes debiles
 Una caracterıstica de las corrientes debiles es que estan formadas por unacombinacion lineal de una corriente vectorial y una seudovectorial (la corrienteaxil)
 Jµ = gV J(V )µ + gAJ
 (A)µ (11.9)
 Esta combinacion lineal origina una violacion de la ley de conservacion de laparidad, que es pequena en el lımite no relativista.3
 La estructura de las corrientes mas sencilla en el lımite no relativista.4. Enese caso, la corriente vectorial, lo mismo que la electromagnetica, esta dominadapor el potencial escalar: La componente temporal de la corriente J0. Para unfermion, la corriente seudovectorial es proporcional al spin, ya que este es el
 3Debemos precisar lo que esto significa: los electrones y los neutrinos, cuya masa es pequenacomparada con las energıas tıpicas en las transiciones nucleares, son generalmente relativistaspero los nucleones y los nucleos son generalmente no relativistas.
 4Observemos, sin embargo, que rara vez los electrones son no relativistas y que los neutrinosson siempre ultrarelativistas
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unico seudovector disponible. De este modo hallamos
 J (V )±µ ' (1,0)T± J (A)µ ' (0,σ)T± (11.10a)
 J (V ) (0)µ ' (1,0)(
 T 0 − 2Q sen2 θW)
 J (A)µ ' (0,σ)T 0 (11.10b)
 g±V = −g±A =e
 2√2 sen θW
 g0V = −g0A = − e
 sen 2θW(11.10c)
 en lo que se llama el lımite estatico v → 0.Este ultimo par de relaciones es inesperado: la constante de acoplamiento
 debil esta determinada por la carga del electron. Este bellısimo resultado es unaconsecuencia de la teorıa de Salam-Weinberg, que no podemos exponer aquı.
 Sustituyendo en (11.8) hallamos que el hamiltoniano de interaccion es pro-porcional a la constante de Fermi
 GF√2=π
 2
 (
 e~MW c sen θW
 )21
 1−∆r(11.11)
 en donde el factor 1−∆r ∼ 0,96 parametriza correcciones de orden superior.La excelente coincidencia entre teorıa y experimento hacen de la teorıa de
 Salam-Weinberg una de las mas exitosas de la fısica contemporanea.Para la corriente debil de origen nuclear, las constantes gV y gA no son
 exactamente iguales a (11.10c), porque estan afectadas por la estructura de losquarks y por las interacciones fuertes. Si llamamos GV y GA a los analogos dela constante de Fermi para las interacciones fuertes, se encuentra experimental-mente
 GV = cos θCGFGA
 GV= −1,257 cos θC = 0,975 (11.12)
 en donde θC es el angulo de Cabibbo, que mide la capacidad de mezcla entrequarks de distintas familias.
 Problemas 11.1
 Problema 11.1.1 (Leyes de conservacion).Verificar las leyes de conservacion en las siguientes reacciones debiles
 1. n→ p+ e+ νe
 2. µ→ e+ νmu+ νe
 3. C13 → N13 + e+ + νe
 ¿Cuales de ellas estan en juego?
 Problema 11.1.2 (Corrientes cargadas).Probar que la ley de conservacion de los numeros leptonicos de cada familiaprohibe que las corrientes cargadas mezclen leptones de distintas familias.
 Problema 11.1.3 (Hamiltoniano entre corrientes).Escribir el hamiltoniano corriente-corriente, en el lımite estatico.
 Problema 11.1.4 (Constante de Fermi).Verificar numericamente que la constante de Fermi satisface la relacion (11.11).
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 Figura 11.1: Procesos debiles nucleares: desintegracion β
 11.2. Desintegracion β y dispersion debil
 De los multiples fenomenos que origina la interaccion debil, la desintegracionβ es la primera que fue estudiada y una de las mas importantes en la teorıa deinteriores estelares. Consiste en la transformacion de un neutron en un proton(o viceversa) con la emision de un electron y un antineutrino (de un positrony un neutrino). Por otra parte, en los observatorios de neutrinos se utiliza lacaptura de neutrinos por nucleos o la dispersion por electrones en los “telesco-pios”. Examinemos brevemente el proceso de emision β, para ver sus principalescaracterısticas.
 11.2.1. El espectro y la vida media
 Consideremos la desintegracion β de un nucleo
 ZAN → Z+1AN−1 + e+ ν (11.13)
 que puede representarse con el diagrama de Feynman de la Figura 11.1.La parte “interesante” del hamiltoniano de interaccion es la que produce la
 transformacion de proton en neutron. El elemento de matriz de la misma es
 Hfi =GF√2
 ∫
 V
 〈ψf |(
 J l+0 CV I + J l+CA · σ
 )
 |ψi〉 dr (11.14)
 en donde ya hemos reemplazado la aproximacion estatica para el nucleo.En la aproximacion en que estamos trabajando, se pueden reemplazar las
 corrientes por su valor en el origen, dado que la longitud de onda de de Brogliedel electron es usualmente mucho mayor que el radio nuclear. El calculo delos elementos de matriz de la corriente debe hacerse con funciones de ondarelativistas, ya que lo son el electron generalmente y el neutrino siempre.
 El resultado de aplicar la regla de oro de Fermi a la desintegracion beta es
 dw =2π
 ~2G2
 F
 2
 (
 C2V |〈Ψf | I |Ψi〉|2 + C2
 A |〈Ψf |σ |Ψi〉|2)
 F (Z,Ef )ρ(Ef ) (11.15)
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 Figura 11.2: Espectros de electrones y neutrinos en decaimiento beta
 en donde 〈Ψf | I |Ψi〉, 〈Ψf |σ |Ψi〉 son los elementos de matriz nucleares F (Z,EF )se llama la correccion coulombiana al espectro de electrones. En el lımite norelativista se reduce al factor de Gamow-Sommerfeld.
 La densidad de estados finales es mucho mas complicada que en el problemade dispersion, porque tenemos dos partıculas emergentes, que pueden repartirsela energıa
 ρ(Ef ) =
 ∫
 cδ(Ef + Ee + Eν − Ei)d3ke(2π)3
 d3kν(2π)3
 (11.16)
 en donde Ei − Ef = E0 es la diferencia de energıas entre el estado inicial y elfinal.
 Si integramos sobre la energıa del neutrino y sobre los angulos de emision,obtenemos el espectro de energıa de electrones de la desintegracion beta
 dρ(Ee) =
 ∫
 dEνdΩedΩνρ(Ef ) =1
 2π2λ4e(W 2 − 1)
 12 (W0 −W )2WdW (11.17)
 con W = E/mec2 y λe = ~/mec. que se observa en las mediciones de laboratorio.
 Para la teorıa de interiores estelares, es mucho mas importante el espectro deenergıa de neutrinos, que se observa en los telescopios de neutrinos
 dρ(Eν) =1
 2π2λ4e
 [
 (W0 −W )2 − 1]
 12 (W0 −W )W 2dW (11.18)
 La Figura 11.2 muestra los espectros de electrones y neutrinos en un ejemploesquematico.
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Desintegracion τ(s) ftteo(s) ftexp(s)n→ H1 + e+ ν 885,7± 0,8 1180 1180B8 → Be8 + e+ν 1,1 3,9× 105
 Be7 + e− → Li7 + ν 6,6× 106 2410 2300N13 → C13 + e+ν 863 ∼ 4000 4800O15 → N15 + e+ν 178 ∼ 4100 4500F17 → O17 + e+ν 95 ∼ 2070 2330
 Cuadro 11.3: Parametros de procesos de desintegracion β importantes en as-trofısica.
 La probabilidad de desintegracion por unidad de tiempo es igual a la integralde la probabilidad de transicion (11.15) con la densidad de estados (11.17)
 λβ =2π
 ~2G2
 F
 2
 (
 C2V |〈Ψf | I |Ψi〉|2 + C2
 A |〈Ψf |σ |Ψi〉|2)
 ×∫ W0
 1
 F (Z,W )
 2π2λ5e(W 2 − 1)
 12 (W0 −W )2WdW
 (11.19)
 La integral puede calcularse facilmente cuando Z ∼ 1 es pequeno y la energıadel electron grande pues en ese caso F (Z,W ) ∼ 1. En general se obtiene
 λβ =G2
 F
 2π3c~2λ5eC2Nf(Z,W0) (11.20a)
 f(Z,W0) =
 ∫ W0
 1
 F (Z,W )(W 2 − 1)12 (W0 −W )2WdW (11.20b)
 C2N =
 (
 C2V |〈Ψf | I |Ψi〉|2 + C2
 A |〈Ψf |σ |Ψi〉|2)
 (11.20c)
 Para grandes energıas la funcion de Fermi f(Z,W0) ∼ W 50 y crece rapida-
 mente con la energıa. La vida media del nucleo τ = 1λβ
 decrece de la misma
 manera. La cantidad
 ft =f(Z,W0) ln 2
 λβ=
 2π3c~2λ5eG2
 F
 C−2N (11.21)
 es independiente de la energıa de desintegracion y util para describir las propie-dades generales de la desintegracion beta.
 11.2.2. Reglas de seleccion
 La posibilidad de desintegracion β de un nucleo depende de que los elementosde matriz nucleares sean diferentes de cero. Aparte de problemas accidentales,esto esta controlado por las leyes de conservacion. Sean Jf , Ji los impulsos angu-lares de los estados final e inicial respectivamente y Pf , Pi las correspondientesparidades.
 El elemento de matriz 〈Ψf | I |Ψi〉 sera diferente de cero solo si
 Jf = Ji PfPi = 1 (11.22)
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b)a)
 PSfrag replacements
 Be7
 Li7
 Cl37
 A37 e
 e ν
 ν
 Figura 11.3: Diagramas de Feynman para procesos de captura debil
 que se llaman las reglas de seleccion de Fermi.Por otra parte, el elemento de matriz 〈Ψf |σ |Ψi〉 sera no nulo solo si
 ∆J = 0,±1 0 6→ 0 PfPi = 1 (11.23)
 que se llaman las reglas de seleccion de Gamow-Teller. Este ultimo caso corres-ponde a una transicion que “invierte un spin” pero no afecta el impulso angularorbital del nucleo.
 Las transiciones que no satisfacen las reglas de seleccion (11.22) o (11.23) sellaman transiciones prohibidas y corresponden a nucleıdos de vida media muylarga. Estos juegan un papel importante en la estimacion de edades galacticas.
 Por otra parte, muchos de los nucleıdos que participan en la generacionde energıa en interioes estelares suelen tener elementos de matriz con valoresproximos al maximo permitido
 〈Ψf | I |Ψi〉 = 1 |〈Ψf |σ |Ψi〉| =√3 (11.24)
 Tales transiciones se llaman superpermitidas. Las transiciones que se muestranen la Tabla 11.3, que aparecen en la quema de hidrogeno son todas de este tipo.
 11.2.3. Dispersion inelastica y captura electronica
 Varios de los procesos importantes para la generacion de energıa por la cade-na pp o el ciclo CNO ocurren a traves de dispersion inelastica debil. Por ejemplolas reacciones
 Be7 + e− → Li7 + ν (11.25a)
 que ocurre en la cadena pp es una de captura electronica mientras que la reaccion
 ν +Cl37 → A37 + e− (11.25b)
 ocurre en la deteccion de neutrinos en el experimento de Homestake.Finalmente, las reacciones
 p+ p→ D+ e+ + ν (11.25c)
 p+ p+ e− → D+ ν (11.25d)
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Figura 11.4: Diagramas de Feynman para el Bremstrahlung debil
 son, ni mas ni menos, las que inician la cadena pp.Todas estas son reacciones inelasticas debiles. La reaccion (11.25c) produ-
 ce un espectro continuo de neutrinos, mientras que las leyes de conservacionaseguran que las otras tres producen leptones monoenergeticos.
 No es difıcil de mostrar que la seccion eficaz de reaccion para la captura deneutrinos tiene la forma
 σ =G2
 F
 π~4c3pfEfCN (11.26)
 en donde Ef = Eν − Q es la energıa del electron y pf su impulso. Este resul-tad muestra que el neutrino puede escapar libremente de una estrella en casicualquier circunstancia.
 Un ultimo proceso debil inelastico de gran importancia es el bremstrahlingdebil : la emision de un par electron-antineutrino bajo la accion de un campoexterno. Este proceso es importantısimo en las etapas posteriores de evolucionestelar, pues los neutrinos emitidos enfrıan notablemente el centro de las gigantesrojas.
 Problemas 11.2
 Problema 11.2.1 (La funcion f(0,W0)).Mostrar que cuando Z = 0 la funcion de Fermi tiene la expresion
 f(0,W ) = (W 2 − 1)12
 [
 W 4
 30− 3W 2
 20− 2
 15
 ]
 +W
 4ln[
 W + (W 2 − 1)12
 ]
 (11.27)
 Problema 11.2.2 (La reaccion pp).Estudiar la formacion del deuterio.
 1. Dibujar el diagrama de Feynman para la reaccion pp.
 2. Mostrar que la seccion eficaz para la reaccion pp es
 σ =G2
 Fm5ec4
 2π3~7f(1,W )C2
 N (11.28)
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Figura 11.5: Espectro solar de neutrinos, predicho por el Modelo Solar Standard[12].
 3. Mostrar, usando las reglas de seleccion, que la transicion es puramenteGamow-Teller.
 Sugestion: Aplicar el principio de Pauli al estado inicial para determinarel spin.
 Problema 11.2.3 (Camino libre medio de un neutrino).Calcular el camino libre medio de un neutrino
 1. en plomo, a temperatura ambiente. ρPb ' 11 g cm−3, A ' 208.
 2. en un fluido nuclear ρ ' 1015 g cm−3.
 11.3. Observatorios de Neutrinos
 Probablemente, uno de los exitos cientıficos mas impresionantes del siglo XXha sido el descubrimiento y la deteccion de neutrinos, ası como el estudio desus propiedades. Y desde el punto de vista de este curso, su utilizacion paracomprobar la teorıa de la evolucion estelar.
 209

Page 211
                        

a Reaccion⟨
 Eaνe
 ⟩
 φBP00a σ(φa)/φa(MeV) 1010 cm−2s−1
 pp p+ p→ D+ e+ + νe 0,2668 5,95 ±0,01pep p+ e− + p→ D+ νe 1,445 1,40× 10−2 ±0,15hep He3 + p→ He4 + e+ + νe 9,628 1,3× 10−7
 Be7 Be7 + e− → Li7 + νe 0,814 0,477 ±0,10B8 B8 → Be8 + e+ + νe 6,735 5,05× 10−4 +0,20
 −0,16N13 N13 → C13 + e+ + νe 0,706 5,48× 10−2 +0,21
 −0,17O15 O15 → N15 + e+ + νe 0,996 4,80× 10−2 +0,25
 −0,19F17 F17 → O17 + e+ + νe 5,63× 10−4 ±0,25
 Figura 11.6: Flujos predichos de neutrinos solares. La columnas muestran laabreviatura del flujo, la reaccion, la energıa media del neutrino emitido, el flujopredicho y el coeficiente del vınculo de luminosidad.
 En esta seccion resumiremos brevemente las caracterısticas de los principalesobservatorios de neutrinos y los resultados sobre la deteccion de los neutrinos so-lares, el problema de los neutrinos solares y el descubrimiento de las oscilacionesde neutrinos a traves de la solucion de dicho problema.
 11.3.1. El espectro de neutrinos solares
 Cada reaccion nuclear debil del proceso pp o del ciclo CNO entrega ciertacontribucion a la luminosidad y ademas emite un neutrino. Ası pues, el flujode neutrinos obedece una ecuacion de estructura similar a la ecuacion para laluminosidad. Mas aun, llamemos La a la contribucion de la reaccion nuclear aa la luminosidad y φa a su contribucion al flujo de neutrinos. Entonces
 dLa
 d r= 4πr2εaρa (11.29a)
 dφad r
 =r2
 R2¯Raρa (11.29b)
 en donde Ra es la tasa de reaccion por unidad de masa. Es obvio de esta ecuacionque el flujo de neutrinos puede calcularse si se conoce previamente la estructurasolar. Por otra parte, como estos escapan sin dificultades, no contribuyen a laestructura estelar y proporcionan una fotografıa5 del interior solar.
 La ecuacion (11.29b) es lineal en los flujos y por lo tanto es valida para cadaenergıa Eν . El conjunto de los flujos se llama el espectro solar de neutrinos.6
 La Figura 11.5 muestra el espectro solar de neutrinos predicho por el ModeloSolar Standard, que estudiamos en la Seccion 10.4. Es este espectro el que puedecontrastarse con la observacion. La Tabla 11.6 muestra los flujos de neutrinospara las distintas reacciones debiles.
 De las ecuaciones (11.29) es obvio que
 L¯ =∑
 a
 La =∑
 a
 Caφa (11.30)
 5¡Una neutrinografıa en realidad!6En realidad, este nombre deberıa aplicarse a la suma de los flujos individuales.
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que se llama el vınculo de luminosidad. Los coeficientes Ci transforman flu-jos neutrınicos en luminosidades y han sido calculados por Bahcall [11]. Estaecuacion, escrita en la forma
 ∑
 a
 Baφa
 φBP00a
 = 1 (11.31)
 es un poderoso control entre teorıa y experimento.
 11.3.2. Observatorios radioquımicos
 Los observatorios de neutrinos pueden clasificarse en dos grupos, dependien-do de la tecnica utilizada para la deteccion
 1. Observatorios radioquımicos
 2. Observatorios de dispersion.
 En esta seccion estudiaremos los primeros y dejaremos para la siguiente losde dispersion.
 Los “telescopios” radioquımicos se basan sobre la deteccion de pequenascantidades de productos radiactivos con metodos radioquımicos muy sensibles.
 Cloro (Homestake)
 El observatorio de neutrinos Homestake funciona en la mina del mismo nom-bre en USA. Creado bajo el impulso de Raymond Davies, ha funcionado de ma-nera casi ininterrumpida desde 1967. Su tlnescopio consiste en un tanque quecontiene unos 4× 105 litros de tetracloroetileno, colocado en las profundidadesde la mina para aislarlo todo lo posible de la radiacion cosmica. Los neutrinossolares interactuan con el cloro a traves de la reaccion
 Cl37 + νe → Ar37 + e− (11.32)
 que tiene un umbral de reaccion de 0,814 MeV. Por esta razon, el experimentode Homestake es sensible principalmente a los neutrinos del boro y a los de lareaccion pep (Figura 11.5).
 La cantidad que se mide es el numero de atomos producidos en el volumen,que es muy pequeno. Esta es
 Φ =
 ∫ ∞
 E0
 σcφ(E)dE (11.33)
 y como la seccion eficaz de captura es pequena, Φ es pequeno. Como de cos-tumbre, cuando hay una cantidad pequena que medir, conviene introducir unaunidad comoda para trabajar con ella. En los observatorios radioquımicos seutiliza la unidad solar de neutrinos (Solar neutrino unit), SNU, que es igual auna captura por segundo por cada × 1036 atomos del blanco.
 En promedio se produce un atomo de argon por semana. Lo maravillosodel experimento radioquımico es que permite detectarlos. Para eso se purga conhelio gaseoso el tanque de percloroetileno una vez al mes aproximadamente, paraseparar los cuatro o cinco atomos de argon producidos, los que se transfieren atraves de una serie de trampas a un contador radiactivo. Ahora bien, el A37 se
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Figura 11.7: Esquema del observatorio SAGE (Cortesıa de SAGE)
 desintegra por captura electronica (con la reaccion inversa a (11.32)), emitiendoun neutrino pero ademas expulsando electrones por efecto Auger de las capasK, L,. . . Es la deteccion de estos ultimos la que permite medir esa minusculacantidad de argon.
 El resultado del experimento [36], despues de analizar los resultados delperiodo 1967–1996 es
 ΦCl = 2,56± 0,23 SNU (11.34)
 mientras que la prediccion es
 ΦCl(BP00) = 7,7± 1,2 SNU (11.35)
 que es una discrepancia de mas de cuatro desviaciones standard entre teorıa yexperimento. Es conveniente introducir el factor de supresion
 fCl =ΦCl
 ΦCl(BP00)= 0,332± 0,060 (11.36)
 Esta discrepancia constituye el problema de los neutrinos solares. La mismaestimulo el desarrollo de otros experimentos para contrastar la teorıa del interiorsolar o la fısica de neutrinos.
 Galio (GALLEX/GNO, SAGE)
 Este grupo de observatorios se basa sobre la reaccion
 Ga71 + νe → Ge71 + e− (11.37)
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Figura 11.8: Ciclo de observacion en GNO (Cortesıa del experimento GNO)
 que tiene un umbral de solo 0,233 MeV y por lo tanto es sensible a los abun-dantısimos neutrinos de la reaccion pp (Figura 11.5). Dos observatorios diferen-tes han desarrollado medidas independientes con dos tecnicas diferentes.
 El experimento rusoamericano SAGE se lleva a cabo en Baksan, en un labo-ratorio a unos 2000 m de profundidad, bajo el monte Andrychi (Figura 11.7).Usa un tanque con 50 toneladas de galio lıquido, en forma metalica. El expe-rimento europeo GALLEX, y su sucesor SNO utilizan como observatorio lasinstalaciones de Gran Sasso en Italia. En este caso, el galio se encuentra enforma de sales en solucion acuosa.
 El ciclo de observacion es similar al ciclo del cloro: se extraen muestras delfluido con intervalos de un mes, aproximadamente, y se cuentan los electronesAuger caracterısticos de la captura electronica en contadores proporcionales demuy bajo nivel de ruido (Figura 11.8).
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Figura 11.9: Medidas individuales del experimento GALLEX (Cortesıa del experimento GALLEX). [45, 38, 39, 40, 41]
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PSfrag replacements
 v
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 I
 Figura 11.10: Esquema de la radiacion Cherenkov de un electron relativista.
 Los resultados de las observaciones con Galio son [15]
 ΦSAGEGa = 69,9± 5,6 SNU (11.38)
 ΦGLX/GNOGa = 70,8± 5,9 SNU (11.39)
 en excelente acuerdo entre sı pero como las del cloro en fuerte desacuerdo conla prediccion del Modelo Solar Standard
 ΦSSMGa = 130± 8 SNU (11.40)
 Observese, sin embargo, que el factor de supresion entre ambos tipos detelescopios es diferente
 fGa = 0,542± 0,046 (11.41)
 Esta diferencia es importante para la interpretacion.
 11.3.3. Observatorios de dispersion
 En los telescopios de dispersion se aprovechan la dispersion de neutrinos dealta energıa sobre las partıculas que forman el blanco. Tienen algunas ventajassobre los telescopios radioquımicos.
 Las secciones eficaces son mayores, pues crecen linealmente con la energıadel neutrino.
 Se puede conocer la direccion de incidencia del neutrino, con una resoluciondel orden de algunos grados.
 Se tiene una resolucion temporal muy buena, mejor que el microsegundo.
 Son sensibles no solo a los neutrinos del electron, νe sino tambien a otrostipos de neutrinos νµ, ντ .
 Pero tambien tienen inconvenientes
 No pueden detectar neutrinos de baja energıa, como los de la reaccion ppy estan limitados a los del B8 y la reaccion hep.
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Figura 11.11: Telescopio del Observatorio SuperKamiokande durante la etapadel llenado (Cortesıa del observatorio SuperKamiokande)
 (Super)Kamiokande
 El primer telescopio de dispersion de neutrinos comenzo a funcionar en 1987en la mina de Kamiokande, Japon. Consistıa en un recipiente de agua ultrapura,que detectaba la dispersion elastica de electrones por neutrinos a traves delefecto Cherenkov.
 Este ultimo consiste en la emision de radiacion por un electron relativistaque se mueve a una velocidad mayor que la velocidad de la luz en el medio c/n.La radiacion se emite en un cono de abertura
 sen θ =c
 nv(11.42)
 formado por las ondas esfericas que “se quedan detras” del electron relativista(Figura 11.10). La luz detectada permite reconstruir el vector velocidad delelectron y a partir de las leyes de conservacion la direccion del neutrino incidente.
 La dispersion elastica de electrones puede producirse por mecanismos dife-rentes: a traves de corrientes cargadas, que solo involucran a νe, y a traves decorrientes neutras, en donde participan νµ y ντ .
 Uno de los primeros exitos de Kamiokande fue la deteccion de los neutrinosprovenientes de la Supernova SN1987A.
 Su sucesor, SuperKamiokande, es un gigantesco tonel de 40 m de diametroy otros tantos de altura, que contiene 50×106 kg de agua ultrapura. Aproxima-damente la mitad de esa masa, en el centro del detector, es el volumen fiducialen donde se aceptan los eventos detectados. La radiacion Cherenkov se detectacon una pared de 11146 fotomultiplicadores (Figura 11.11).
 El observatorio recogio datos durante 1496 dıas hasta que un accidente des-truyo una gran parte de la pared de fotomultiplicadores.
 Uno de los resultados importantes de (Super)Kamiokande fue corroborar quelos neutrinos provienen del sol. La Figura 11.12 muestra la distribucion angular
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Figura 11.12: Distribucion angular observada de neutrinos, respecto de la posi-cion solar. (Cortesıa del observatorio SuperKamiokande)
 de los neutrinos, con origen en la posicion solar. El fuerte pico en el entornode θ = 0 confirma la hipotesis de que los neutrinos detectados son neutrinossolares. Por ota parte, muestra las limitaciones de los actuales telescopios deneutrinos: la resolucion de los mismos (definida por el ancho a media altura delpico) es de unos 30 grados.
 El flujo medido por SuperKamiokande es
 ΦES = (2,35± 0,02± 0,08)× 106 cm−2 s−1 (11.43a)
 que corresponde a un factor de supresion
 fES = 0,465± 0,005± 0,016 (11.43b)
 Este factor es diferente tanto del medido en Homestake (11.36) como del medidoSAGE y GALLEX-GNO (11.41).
 Finalmente, SuperKamiokande midio las variaciones del flujo recibido enfuncion del tiempo. Estas presentan una variacion sinusoidal, que correspondea la elipticidad de la orbita terrestre.
 SNO
 El mas poderoso de los observatorios de neutrinos actuales es el de Sud-bury Sudbury Neutrino Observatory (SNO), a dos kilometros de profundidaden la mina Creighton, en Canada. Consiste en un recipiente acrılico de 12 m dediametro lleno de 1×106 kg de agua pesada (D2 O). Lo sostiene una estructurapoliedral de 18 m de diametro, en donde estan montados 9456 fotomultiplica-dores. Todo esta encerrado en un tonel de 22 m de diametro y 38 de altura, quecontiene 7× 106 kg de agua comun ultrapura, que no solo sirve de blindaje sinotambien de soporte (Figura 11.13).
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Figura 11.13: Esquema del Observatorio de Neutrinos Sudbury (SNO). (Cortesıadel Observatorio de Neutrinos Sudbury)
 El uso de agua pesada (cedida gentilmente por la Comision de EnergıaAtomica canadiense) permite separar los efectos de las corrientes cargadas yneutras a traves de diferentes reacciones debiles
 Reaccion pp inversa: Consiste en la desintegracion del deuteron por el im-pacto de un neutrino
 νe +D→ p+ p+ e− (11.44a)
 que se produce unicamente por la accion de las corrientes cargadas (CC),es decir, el intercambio de un W−.
 Ruptura debil del deuteron: La desintegracion del deuteron se produce porla accion de las corrientes neutras (intercambio de un Z0)
 νx +D→ p+ n+ νx (11.44b)
 y es sensible a todos los tipos de neutrinos (νe, νµ, ντ ).
 Dispersion elastica de electrones: Es la misma usada en SuperKamiokande
 νx + e− → νx + e− (11.44c)
 que es sensible a los tres tipos de neutrinos, aunque con distinta sensibili-dad.
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Debido a las dificultades para observar neutrones, las observaciones se hacenen tres fases:
 1. En la primera fase se utiliza agua pesada pura. Los neutrones se detectana traves de la formacion de tritio:
 n+D→ T+ γ(6,25 MeV) (11.45)
 Debido a las condiciones experimentales, la eficiencia de deteccion no esmuy grande.
 2. Se anade unas 2× 103 kg de cloruro de sodio (Na Cl) al agua pesada, conlo que la eficiencia de deteccion de neutrones aumenta enormemente.
 3. Se retira toda la sal disuelta y en su lugar se coloca una red de detectoresllenos con 3He, que detectaran los neutrones por formacion de 4He, conalta eficiencia.
 Los resultados obtenidos para las dos primeras fases son
 ΦCC = (1,76± 0,06± 0,09)× 106 cm−2 s−1 (11.46a)
 ΦES = (2,39± 0,24± 0,12)× 106 cm−2 s−1 (11.46b)
 ΦNC = (5,09± 0,44± 0,46)× 106 cm−2 s−1 (11.46c)
 mientras que para la fase de sal se obtuvo
 ΦCC = (1,59± 0,08± 0,07)× 106 cm−2 s−1 (11.46d)
 ΦES = (2,21± 0,31± 0,10)× 106 cm−2 s−1 (11.46e)
 ΦNC = (5,21± 0,27± 0,38)× 106 cm−2 s−1 (11.46f)
 Ademas, el factor de supresion para la corriente cargada coincide con el cocienteentre las corrientes cargadas y neutras
 fexp =ΦCC
 ΦNC= 0,306± 0,026± 0,024 (11.47)
 Ademas, SNO fue capaz de medir una pequena pero significativa diferenciaentre los flujos diurnos y nocturnos.
 Fialmente, mencionemos que tanto (Super)Kamiokande como SNO han me-dido el espectro de energıas de los neutrinos solares, cuya forma es similar a lapredicha por el Modelo Solar Standard.
 Problemas 11.3
 Problema 11.3.1 (Diagramas de Feynman).Dibujar los diagramas de Feynman que contribuyen a la dispersion elastica deelectrones.
 Problema 11.3.2 (Diagramas de fractura).Lo mismo, para las reacciones de ruptura del deuteron.
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11.4. Oscilaciones de neutrinos
 La solucion del “problema de los neutrinos solares” fue un bello descubri-miento, inicialmente teorico y despues confirmado por diferentes observaciones:la existencia de ‘oscilaciones de neutrinos. Estas consisten en la transforma-cion espontanea y periodica de neutrinos de tipo e en neutrinos de tipos ν, τ yviceversa.
 En esta seccion analizaremos una formulacion muy simple de la teorıa y laaplicaremos a resolver el problema de los neutrinos solares.
 11.4.1. Las masas de los neutrinos
 En todo el desarrollo de la teorıa de las interacciones debiles (Seccion 11.1),supusimos que la masa del neutrino es nula y que los sabores individuales seconservan. Pero la primera hipotesis no tiene por que ser cierta: la masa delos neutrinos puede ser pequena pero no nula. La cota superior hallada a par-tir de experimentos de laboratorio (que miden sutiles cambios en el espectroelectronico producido por la masa del neutrino) es [48]
 mνec2 < 3 eV (11.48)
 mientras que una cota cosmologica para la suma de las masas de los neutrinoses
 ∑
 i
 mνic2 < 0,7 eV (11.49)
 Si los neutrinos tuviesen masa, se esperarıa que estas fuesen diferentes y quelas masas de los tres neutrinos se puedan expreasar en la forma de una matrizde masa
 Mν =
 me 0 00 mµ 00 0 mτ
 (11.50)
 En este caso, cada uno de los neutrinos adquiere una masa y los saboresleptonicos siguen conservandose por separado. Pero ¿que pasa si la matriz demasa no fuese diagonal? En este caso, los autoestados del hamiltoniano de losneutrinos no serıan los estados que participan en las interacciones debiles. Cuan-do esto ocurre, se dice que hay mezcla de los estados de interaccion.
 Existen varios modelos para justificar la aparicion de una mezcla de estadosde interaccion, pero su exposicion nos sacarıa demasiado del tema. Aceptaremosque la matriz de masas de los neutrinos no es diagonal y examinaremos lasconsecuencias de tal hipotesis.
 11.4.2. Oscilaciones en el vacıo
 En lo que sigue nos limitaremos al caso sencillo de dos sabores de neutrinos,digamos e y µ. El estado del neutrino se puede representar en general como unasuperposicion de los estados e y µ.
 |ν(t)〉 = ae(t) |νe〉+ aµ(t) |νµ〉 (11.51)
 220

Page 222
                        

El hamiltoniano del neutrino, escrito en el sistema de referencia propio, enel que el neutrino esta en reposo, sera
 H =
 (
 mνe meµ
 meµ mνµ
 )
 = M (11.52a)
 y la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo sera
 i~d
 d t
 (
 aeaµ
 )
 = c2(
 mνe meµ
 meµ mνµ
 )(
 aeaµ
 )
 (11.52b)
 La evolucion temporal de un estado de neutrino (11.51) estara dada por lasolucion de esta ecuacion. Para resolverla, busquemos una transformacion uni-taria que lleve el hamiltoniano (11.52a) a forma diagonal. Si todos los elementosde matriz de H son reales(
 mνe meµ
 meµ mνµ
 )
 =
 (
 cos θv sen θv− sen θv cos θv
 )(
 m1 00 m2
 )(
 cos θv − sen θvsen θv cos θv
 )
 (11.53)
 en donde θv (o mas simplemente, θ) se llama el angulo de mezcla. Efectuandolos productos hallamos
 mνe =m1 +m2
 2− 1
 2∆m cos 2θ (11.54a)
 mνµ =m1 +m2
 2+
 1
 2∆m cos 2θ (11.54b)
 meµ =1
 2∆m sen 2θ (11.54c)
 ∆m = m2 −m1 (11.54d)
 Observemos que la semisuma de las masas, que aparece en los elementosdiagonales de la matriz, producira una fase exp[i(m1+m2)t/2~] que desapareceal calcular probabilidades, de manera que no es observable directamente. Siolvidamos esa fase,la ecuacion de Schrodinger del neutrino toma la forma
 i~d
 d t
 (
 aeaµ
 )
 = c2(
 − 12∆m cos 2θ 1
 2∆m sen 2θ12∆m sen 2θ 1
 2∆m cos 2θ
 )(
 aeaµ
 )
 (11.55)
 Podemos resolverla en forma sencilla observando que el angulo de mezcla esconstante. La cantidad que nos interesa es la probabilidad de supervivencia deun neutrino del electron
 Pνe(t) =∣
 ∣
 ∣〈νe| I |ν(t)〉∣
 ∣
 ∣
 =1− sen2 2θ sin2(
 δmc2t
 4~
 ) (11.56)
 Este es un resultado importante: en el sistema de referencia de reposo, unneutrino emitido como νe pasa periodicamente a ser un νµ. Este fenomeno seconoce como las oscilaciones de neutrino en el vacıo.
 La probabilidad de supervivencia (11.56) esta calculada en el sistema dereferencia propio. Pero los neutrinos se emiten en un punto r1, digamos den-tro del sol, y son observados en otro punto r2, en algun detector. Es facil ver
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que en el sistema de referencia de laboratorio la matriz de masas (11.53) debereemplazarse por la matriz de energıas
 (
 Eνe Eeµ
 Eeµ Eνµ
 )
 =
 (
 cos θv sen θv− sen θv cos θv
 )(
 E1 00 E2
 )(
 cos θv − sen θvsen θv cos θv
 )
 (11.57)
 en donde
 Ei =√
 c2p2 +m2i c4 (11.58a)
 Eνe =E1 + E2
 2− 1
 2∆m cos 2θ (11.58b)
 Eνµ =E1 + E2
 2+
 1
 2∆m cos 2θ (11.58c)
 Eeµ =1
 2∆m sen 2θ (11.58d)
 ∆E = E2 − E1 (11.58e)
 Las energıas de los neutrinos observados en los telescopios de neutrinos sonmucho mayores que la cota superior a las masas de neutrinos de modo quepodemos aproximar
 Ei ' cp+1
 2
 m2i c2
 p2' E +
 1
 2
 m2i c4
 E(11.59)
 Si ahora eliminamos la fase multiplicativa y procedemos como antes hallamos
 Pe(t) = 1− sen2 2θ sin2(
 δm2c4t
 4~E
 )
 (11.60)
 Finalmente, haremos una ultima aproximacion: reemplazaremos t ' x/cpues el neutrino se movera con una velocidad proxima a la de la luz en elsistema de referencia L. Hallamos ası
 Pe = 1− sen2 2θ sin2(
 δm2c3x
 4~E
 )
 (11.61)
 Esta ultima expresion se llama la probabilidad de supervivencia en el vacıo.Es costumbre expresarla usando la longitud de oscilacion
 LV =4π~Eδm2c3
 (11.62)
 La ecuacion (11.61) en el caso de grandes distancias xÀ LV predice
 Pe ' 1− sen2 2θ
 ⟨
 sin2(
 δm2c3x
 4~E
 )⟩
 ' 1− 1
 2sen2 2θ
 (11.63)
 que con sin 2θ ∼ 1 podrıa explicar el fenomeno. Esto, sin embargo, no es suficien-te porque los neutrinos de distintas energıas poseen distinto factor de supresion.
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11.4.3. Oscilaciones en la materia
 La solucion al problema de los neutrinos solares se encontro cuando Mikhe-yev y Smirnov, que desarrollaron independientemente una idea de Wolfenstein,mostraron que la presencia de materia podıa cambiar enormemente la predic-cion (11.63). La razon es que la presencia de materia, que contiene electrones,afecta a los neutrinos del electron pero no a las otras especies de neutrinos. Lamatriz hamiltoniana H adquere un termino
 ∆H =
 (GF√2ne 0
 0 0
 )
 (11.64)
 en donde ne es la densidad numero de electrones.Despues de suprimir un factor de fase irrelevante y ded introducir la distancia
 como variable independiente, la ecuacion de Schrodinger para el movimiento deneutrinos en la materia toma la forma
 i~cd
 d x
 (
 aeaµ
 )
 =
 (
 GF√2ne − δm2c4
 4E cos 2θ δm2c4
 4E sin 2θδm2c4
 4E sin 2θ −GF√2ne +
 δm2c4
 4E cos 2θ
 )
 (
 aeaµ
 )
 (11.65)Examinemos primero el problema sencillo de un neutrino que se mueve en
 un medio de densidad electronica constante. En ese caso, los coeficientes de(11.65) son constantes y la matriz puede llevarse a forma diagonal con unatransformacion ortogonal de angulo
 tan 2θM = − sen 2θVX
 (11.66a)
 en donde
 X = 2√2GFne
 E
 δm2c4− cos 2θV (11.66b)
 y los autovalores de la matriz son
 λ± = ±δm2c4
 4E
 √
 X2 + sen2 2θV (11.66c)
 Llamaremos a los autestados correspondientes a λ± los estados “pesados” y“livianos” respectivamente.
 (
 |νH〉|νL〉
 )
 =
 (
 cos 2θM − sen 2θMsen 2θM cos 2θM
 )(
 |νe〉|νµ〉
 )
 (11.67)
 Observemos que para una energıa E fija, θM varıa entre θV y π/2 cuandone varıa entre 0 e ∞. En particular, para el valor crıtico de la densidad deelectrones
 nc =δm2c4
 2√2GFE
 (11.68)
 X = 0 y la diferencia entre ambos niveles de energıa se hace mınima
 2λ =δm2c4
 4E|sen 2θV| (11.69)
 Cuando la densidad es pequena comparada con la densidad crıtica, θM ∼ θVy en ese caso |νL〉 ∼ |νe〉 y |νH〉 ∼ |νµ〉. Por otra parte, si la densidad es mucho
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 Figura 11.14: Masas efectivas de los neutrinos en la materia, en funcion de ladensidad electronica.
 mayor que la crıtica la situacion se invierte: |νH〉 ∼ |νe〉 y |νL〉 ∼ |νµ〉. (Figura11.14). Si θV = 0 los niveles de energıa se cruzan y el neutrino del electronmantiene su identidad cualquiera sea la densidad electronica. Pero si θV 6= 0los niveles de energıa no se cruzan y los neutrinos del electron se transformanen neutrinos del muon y viceversa. La Figura 11.14 muestra esquematicamenteesta situacion.
 Ahora bien, la densidad electronica en el Sol no es constante sino una funcionrapidamente variable de la posicion (Figura 11.15). De hecho, la densidad enfuncion de la coordenada radial puede aproximarse en la forma [12]
 ne(r)
 N= 245 exp
 (
 −10,45 r
 R¯
 )
 (11.70)
 en donde N es el numero de Avogadro.En ese caso la ecuacion de Schrodinger (11.65) depende de la posicion (del
 tiempo) y no puede integrarse exactamente con el cambio de variables (11.66a).Sin embargo, si se introduce un “angulo de mezcla local” θM (x) a traves de laecuacion (11.66a) se obtiene una ecuacion de Schrodinger para la evolucion delestado |ν(x)〉 como superposicion de los estados H y L
 |ν(x)〉 = aH(x) |νH(x)〉+ aL(x) |νL(x)〉 (11.71)
 en la forma
 i~cd
 d x
 (
 aHaL
 )
 =
 (
 λ(x) iα(x)−iα(x) λ(x)
 )(
 aHaL
 )
 (11.72)
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Figura 11.15: Densidad electronica calculada en el modelo solar standard. Lalınea roja es la aproximacion (11.70).
 en donde ahora
 λ(x) =δm2c4
 4E
 √
 X(x)2 + sen2 2θV (11.73a)
 α(x) =E
 δm2c4
 √2GF~cn′e(x) sen 2θVX(x)2 + sen2 2θV
 (11.73b)
 en donde n′e =d ned x .
 La ventaja de la representacion (11.71) es que la cantidad
 γ(x) =
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 λ(x)
 α(x)
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 À 1 (11.74)
 en casi todas partes y los estados |νH〉 , |νL〉 evolucionan casi como los estados enel caso de densidad constante. Esta manera de evolucionar se llama adiabatica.En el caso en que se cumpla siempre (11.74) es facil ver que la probabilidad desupervivencia de un neutrino del electron es
 P adνe =
 1 + cos 2θV cos 2θM(xi)
 2(11.75)
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en donde xi es la coordenada inicial del neutrino: la posicion en donde es emitido.La evolucion adiabatica significa que a medida de que el neutrino se mueve
 hacia la superficie solar, sus autoenergıas se mueven a lo largo de las curvasllenas (rojas) de la Figura 11.14 y por lo tanto practicamente todos los neutrinosemitidos como neutrinos del electron se convertiran en neutrinos del muon y porlo tanto no seran detectados en experimentos radioquımicos como Homestake oSAGE. La explicacion de que haya deteccion es que γ no es muy grande cercade la densidad crıtica.
 γc = γ(xc) =sen2 2θVcos 2θV
 δm2c4
 2~cE1
 ∣
 ∣
 d lnned x
 ∣
 ∣
 xc
 (11.76)
 y en ese caso existe una probabilidad finita de que el estado “salte” de unacurva a la otra. Este es el efecto Landau-Zener que se presenta en moleculassumergidas en un campo electromagnetico semiclasico.
 En ese caso la probabilidad de supervivencia es
 Pνe =1 + cos 2θV cos 2θM(xi)(1− 2PLZ)
 2(11.77)
 que puede ser del orden uno si γc es suficientemente pequeno, pues se puededemostrar que
 PLZ ' exp(
 −π2γc
 )
 (11.78)
 Para que este efecto MSW ocurra deben cumplirse dos condiciones
 1. La cantidad δm2c4
 E no debe ser muy grande, para que haya una resonanciaen el interior solar.
 2. γc ≥ 1.
 Estas condiciones pueden representarse en el diagrama MSW : en donde serepresenta δm2
 /E en funcion de sen2 2θV (Figura 11.16). Las curvas X(xi) = 0y γc = 1 dividen al plano en tres regiones. La superior representa los valoresen donde no hay supresion de neutrinos por no haber resonancias, mientras queen la inferior tampoco hay supresion debido al intenso efecto Landau-Zener.En la region central, la supresion es total debido a la existencia de oscilacionesadiabaticas. Los fenomenos observados solo pueden producirse en la frontera dela region central sobre alguna de las curvas indicadas.
 El diagrama MSW es por lo tanto muy util para representar el resultado delas observaciones.
 11.4.4. Resultados
 La teorıa que hemos expuesto en la seccion anterior puede combinarse conlos resultados expuestos en la Seccion 11.3 para comprobar la validez del ModeloSolar Standard y de la teorıa de la estructura estelar, al menos en la secuenciaprincipal.
 Para hacerlo, descompongamos los flujos observados en el flujo de neutrinosdel electron φe el el flujo de los otros neutrinos φx. Como ya hemos dicho, lascorrientes cargadas son sensibles solo a los neutrinos electronicos, mientras quelas corrientes neutras son sensibles a todos los tipos de neutrinos. La dispersion
 226

Page 228
                        

1e-09
 1e-08
 1e-07
 1e-06
 1e-05
 0.0001
 0.0001 0.001 0.01 0.1 1
 PSfrag replacements
 Landau-Zener
 sin resonancias
 sen2 2θV
 δm
 2
 EeV
 2/M
 eV
 X(xi) = 0γc = 1
 Figura 11.16: Diagrama MSW para neutrinos emitidos en el centro solar. (Es-quematico)
 elastica, por otra parte, es sensible a una combinacion lineal de los flujos deneutrinos electronicos y de otros tipos.
 ΦCC = φe (11.79a)
 ΦES = φe + 0,15φx (11.79b)
 ΦNC = φe + φx (11.79c)
 Si ahora combinamos los datos de SuperKamiokande con los de SNO encontra-mos
 φe = 1,72± 0,06 cm−2 s−1 (11.80a)
 φx = 3,59± 0,34 cm−2 s−1 (11.80b)
 y el mejor ajuste para el flujo total de neutrinos es
 φtot = ΦNC = 5,31± 0,30 cm−2 s−1 (11.81)
 en excelente acuerdo con la prediccion del Modelo Solar Standard
 φSSM = 5,05+1,01−0,80 cm−2 s−1 (11.82)
 Los parametros θV y δm2 pueden determinarse comparando las prediccionesdel Modelo Solar Standard con la observacion. Combinando las observaciones de
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todos los observatorios de neutrinos (Seccion 11.3), (junto con el experimentode laboratorio KAMLand) se encuentra
 δm2 = 7,11,0−0,3 eV2 (11.83)
 θV = 32,5+1,7−1,6 (11.84)
 En estas condiciones, los neutrinos de baja energıa, como los de la reaccionpp sufren oscilaciones de vacıo mientras que los neutrinos de mayor energıa sonsuprimidos por el efecto MSW.
 Problemas 11.4
 Problema 11.4.1 (Propagador del neutrino).Hallar el propagador del neutrino en el sistema propio.
 Problema 11.4.2 (Base de autoestados locales).Probar la ecuacion (11.72).
 Problema 11.4.3 (Resonancia MSW).Discutir las condiciones de resonancia MSW.
 Problema 11.4.4 (Discontinuidad en la densidad).La ecuacion de Schrodinger para el neutrino (11.65) cuando la densidad deelectrones cambia bruscamente de un valor constante n1 a otro n2. Hallar laprobabilidad de supervivencia en ese caso.
 Notas bibliograficas
 La teorıa de las interacciones debiles requiere verdaderamente el uso de lateorıa cuantica de campos para una presentacion rigurosa. Las referencias [19,82, 119] ofrecen dicha introduccion. Un tratamiento sencillo de las interaccionesdebiles, basado sobre la teorıa de campos puede verse en [31]. Mas antiguo, perotodavıa una introduccion muy valiosa es [101].
 El presente tratamiento de las interacciones debiles es una extension muysencilla del tratamiento de la referencia [26], basado sobre el propagador. Se haprocurado evitar los detalles sobre spines, que no son necesarios para la mayorıade los problemas que se presentan en la teorıa de interiores estelares. Un resumendel estado actual de la teorıa y su comparacion con el experimento puede verseen [51].
 La teorıa de la desintegracion beta puede verse en forma elemental en [50], yen forma detallada (y algo anticuada) en [72]. Las tasas de reaccion importantespara neutrinos han sido analizadas cuidadosamente [10]. La teorıa de la reaccionpp fue desarrollada en [22]. Una exposicion moderna sencilla de la teorıa esta en[93].
 La referencia mas importante sobre el tema de neutrinos astrofısicos es [10],que incluye un estudio muy completo tanto de la teorıa como de los resultadosobtenidos hasta la fecha de publicacion. Una puesta al dıa importante sobre losaspectos experimentales y los resultados principales esta en [15].
 Los flujos de neutrinos pueden estimarse a partir de cualquier modelo solar,pero un calculo preciso requiere un modelo muy adecuado. Los flujos utiliza-dos aquı son los del Modelo Solar Standard [12]. El vınculo de luminosidadesta discutido en [11].
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Hay numerosas memorias describiendo cada uno de los observatorios de neu-trinos. Un acceso sencillo a sus respectivas paginas web se encuentra en la de J.Bahcall /http:www.sns.ias.edu/~jnb/.
 Los resultados de GALLEX se encuentran en las referencias [38, 39, 40, 41]con un resumen en [45]. Los de GNO estan en [6, 33]. Los resultados de SAGEen [1, 1].
 Los resultados de Homestake se encuentran en [36].Los ultimos resultados de SuperKamiokande estan en [55, 56].SNO ha publicado sus resultados en una serie de trabajos [7, 3, 8, 4]. En la
 base de datos del observatorio hay varios instructivos sobre el uso de los mismos.
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Capıtulo 12
 Evolucion posterior a lasecuencia principal
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Capıtulo 13
 Supernovas
 Las supernovas son uno de los fenomenos mas sobrecogedores de la naturale-za: en algunos segundos una estrella explota emitiendo mas de 1 foe = ×1051 ergsen la forma de luz y calor junto con una envoltura de gas rica en elementos pe-sados, muchos de ellos recien sintetizados. El brillo total de la estrella, durantelos dıas siguientes a la explosion, puede ser mayor que el de la galaxia que laaloja.
 Ademas de luz y calor, las supernovas emiten fuertes senales en forma deneutrinos e inmensas nubes de gas que contaminan el medio interestelar hastael punto de transformarse en los motores principales de la evolucion quımica delas galaxias.
 13.1. Fenomenologıa de las supernovas
 Examinemos brevemente la fenomenologıa de las supernovas.
 13.1.1. Clasificacion
 El analisis espectroscopico de las supernovas permite clasificarlas en dosgrandes grupos: las supernovas tipo II (SNII) muestran lıneas de emision delhidrogeno cerca del maximo de brillo, mientras que estan ausentes en las super-novas tipo I (SNI). Un refinamiento posterior de la clasificacion mostro que lasSNI podıan descomponerse en varios subtipos.
 Las supernovas tipo Ia muestran cerca del maximop una fuerte lınea deabsorcion del silicio ionizado SiII, cerca de λ ∼ 6510 A. Las supernovas tipo Iby Ic no muestran esa lınea y en cambio muestran fuertes lıneas de He (SNIb)(Figura 13.1).
 Durante las primeras etapas de la explosion, la nube eyectada es opaca ylos espectros tomados durante el maximo son principalmente sensibles a lascaracterısticas de la envoltura del progenitor. Durante las etapas tardıas, tem-peratura y densidad del gas disminuyen y pueden verse progresivamente capasmas profundas, que contienen el material sintetizado. Estos ultimos espectros,pues, contienen informacion complementaria de los espectros perimaximos.
 Los espectros tardıos de las SNIb/c son similares a los de las SNII, mostrandofuertes lıneas de oxıgeno OI y calcio ionizado CaII, pero los de las SNIa son muy
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Ia
 +10 months
 Ib
 II
 max.
 Figura 13.1: Espectros tıpicos de supernovas. (De la referencia [32]).
 diferentes, caracterizandose por la presencia de fuertes lıneas de hierro FeII yFeIII.
 Todo esto sugiere que los progenitores de las SNIa y de las otras son fun-damentalmente diferentes. En particular, la ausencia de elementos intermedios(O, Mg y Ca) en los espectros tardıos sugiere que los de las SNIa no puedenser estrellas masivas, cuya estructura en capas de cebolla contiene abundanteprovision de los mismos, haciendolos buenos candidatos para los otros tipos desupernovas.
 Las SNII pueden subdividirse en tipos mas finos, basandose tanto en los per-files de lıneas como en las curvas de luz. La Figura 13.2 muestra una clasificacionmoderna, basada sobre todas estas caracterısticas.
 13.1.2. Luminosidades y curvas de luz
 La medicion directa de la magnitud de algunas supernovas es una tarea muydifıcil, porque no ha habido (afortunadamente) supernovas cercanas al sistemasolar. Las mediciones se basan principalmente sobre supernovas que ocurren engalaxias cercanas.
 El resultado es que las SNIa forman una clase muy homogenea de eventos,con una magnitud absoluta en el maximo
 Mmax(SNIa) = −19,30± 0,03 + 5 logH0
 60mag (13.1)
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 Figura 13.2: Taxonomıa de las supernovas, basadas sobre la estructura espectraly la evolucion luminosa.(De la referencia [32]).
 en donde H0 ' 70 km/sMpc es la constante de Hubble. La ecuacion anterior tieneuna dispersion pequena.
 La observacion muestra que la magnitud en el maximo esta correlacionadacon la tasa de decrecimiento del brillo y si se tiene en cuenta este factor, esposible calcular la luminosidad de una SNIa con precision del orden de 0,3 mag,lo que las hace excelentes “lamparas patrones” para usarlas en Cosmologıa.
 Por otra parte, las supernovas Ib/c y II muestran una enorme variabilidaden luminosodad absoluta, con
 −15 mag .MB(SNII) . −20 mag (13.2)
 y lo mismo ocurre con las SNIb/c.Las supernovas Ic, junto con un tipo particular las SNIIn, muestra perfiles
 de lınea muy finos (“narrow”) son los eventos mas energeticos, conocidos comohipernovas, con M ∼ −20 mag.
 Las curvas de luz de las SNII caen groseramente en dos grupos: aquellascuyo billo decrece poco despues del maximo y forma una plataforma (SNII-P)y aquellas cuyo brillo decrece linealmente (SNII-L). Las curvas de luz de lasSNIb/c tienen caracterısticas parecidas a las de las SNII.
 Por otra parte, las curvas de luz de todos los tipos de supernovas tiendenasintoticamente a decrecer exponencialmente con un tiempo de reduccion a lamitad
 T 12' 77 d (13.3)
 que es igual a la vida media del 56Co (Figura 13.3).
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Figura 13.3: Curvas de luz de SII tıpicas. Las “colas” exponenciales decaen conla vida mitad del 56Co. (De la referencia [32]).
 Esto sugiere un mecanismo para las curvas de luz: una parte al menos de laenergıa proviene de la desintegracion radiactiva del 56Co. Como el nucleo 56Nies doblemente magico (aunque inestable) es razonable suponer que la cadenaradiactiva
 56Ni→56 Co→56 Fe (13.4)
 desempena un papel muy importante en el balance energetico de las supernovas.
 13.1.3. Tasas de produccion
 ¿Cantas supernovas se producen en una galaxia tıpica por unidad de tiempo?Esta pregunta no esta bien formulada, porque la nocion de “galaxia tıpica” esmuy vaga. Mucho mas preciso es preguntarse ¿cuantas supernovas se producenpor unidad de tiempo y de luminosidad?
 Esta pregunta ahora puede contestarse con cierta confianza, dado que se haacumulado mucha informacion sobre supernovas en galaxias de diferentes tipos.La Tabla 13.1 (adaptada de la referencia [32]) muestra los resultados para elUniverso local.
 La tasa de produccion de SNIa es razonablemente constante sobre todos lostipos diferentes de galaxias. Por otra parte, las de tipo Ib/c y las de tipo IIescasean en las galaxias elıpticas, libres de polvo y gas.
 En nuestra propia galaxia es posible estimar esas tasas a partir del estudio
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tipo Tipo de supernovagalactico Ia Ib/c II TotalE-S0 0.32± 0.11h2 < 0,02h2 < 0,02h2 0.32± 0.11h2
 S0a-S0b 0.32± 0.12h2 0.20± 0.11h2 0.75± 0.34h2 1.28± 0.37h2
 Sbc-Sd 0.37± 0.14h2 0.25± 0.12h2 1.53± 0.62h2 2.15± 0.66h2
 Todas 0.36± 0.11h2 0.14± 0.07h2 0.71± 0.34h2 1.21± 0.36h2
 Cuadro 13.1: Tasas de produccion de supernovas segun el tipo de galaxia. Lasunidades son 1 SNu = SN/1010 L¯/100 a. (De la referencia [32])
 de las supernovas historicas y de los remanentes de supernova. Con los valores
 TipoG = Sbc LG = 2,3L¯h = 0,7 (13.5)
 encontramos a partir de la Tabla 13.1
 NIa = 0,45± 0,25 ha−1 NII+b/c = 1,5± 1,0 ha−1 (13.6)
 como la tasa de supernovas por siglo. Esto es menor que la tasa hallada porotros metodos, aunque consistente con la misma.
 13.1.4. Los mecanismos de explosion
 Las consideraciones anteriores sugieren que existen dos mecanismos diferen-tes de explosion.
 1. Las supernovas de colapso del nucleo se producen en estrellas grandes yviejas (M? & 10M¯), que han agotado su combustible nuclear. Cuando lamasa del nucleo isotermo, sostenido por la presion de Fermi de electronesde electrones degenerados relativistas, llega a ser del orden de la masa deChandrashekhar se produce un colapso espontaneo que gatilla la explosion.La energıa gravitacional de la estrella alimenta una onda de choque queexpulsa el manto y la envoltura de la misma.
 Cuando la explosion se produce en las etapas de gigante roja o azul, mien-tras la estrella conserva su envoltura exterior de hidrogeno, resulta unasupernova tipo II, mientras que si ha expulsado su envoltura, una SNIb/c.
 Por lo general, este tipo de supernovas deja un objeto compacto cerca delcentro de la estrella: un agujero negro o una estrella de neutrones.
 2. Las supernovas por explosion termonuclear son por lo general supernovastipo Ia. Estas se originan como una detonacion en el gas de electronesaltamente degenerado de una enana blanca con una masa cercana a lade Chandrashekhar. Estas supernovas se originan, pues, en estrellas depequena masa,
 La inestabilidad se origina por acrecion. Un sistema estelar binario, for-mado por una enana blanca y una estrella “normal”, tal que esta ultimatransfiera masa a la primera, termina por producir una enana blanca conmasa M? 'MCh, que es inestable ante pequenas perturbaciones.
 La inestabilidad del gas origina una explosion termonuclear, alimentadapor la liberacion de energıa de ligadura nuclear. El material de la estrella
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 Figura 13.4: Propagacion de una discontinuidad en un gas.
 se quema a 56Ni, lo que sostiene la propagacion de la onda de choque. Laexplosion termonuclear provoca la disrupcion completa de la estrella, queno deja remanente compacto.
 La existencia de estos dos mecanismos de explosion explica las principalescaracterısticas de los dos grandes grupos de supernovas. En lo que sigue, losexaminaremos con un poco mas de detalle.
 13.2. Choques y combustion
 Examinemos brevemente los mecanismos fısicos involucrados en las explo-siones: la formacion de ondas de choque y la combustion. Estos dos mecanismosparticipan de manera muy importante en la descripcion de las supernovas. Ladescripcion de ambos tipos de proceso es muy sencilla pues se basa casi unica-mente en la aplicacion de las leyes de conservacion.
 13.2.1. Ondas de choque
 Consideremos la propagacion de una superficie de discontinuidad en un gas.En estas superficies, las variables mecanicas (presion P , densidad ρ y velocidadv) y termodinamicas (entalpıa por unidad de masa w) de un gas son disconti-nuas, lo que origina una diferencia brusca de presion (Figura 13.4).
 Para examinar el comportamiento de la discontinuidad, supondremos que elgas incide normalmente sobre la superficie de discontinuidad y que el procesoes estacionario. Llamaremos con el subındice 1 al gas incidente y con el 2 algas transmitido a traves de la discontinuidad. Fnalmente, trabajaremos en elsistema de referencia en que la discontinuidad esta en reposo.
 Aunque las variables sean discontinuas, deben cumplirse las leyes de conser-vacion en la superficie de discontinuidad y por lo tanto hay resticciones sobreel valor de las variables a ambos lados de la misma. Para ver las consecuencias
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de estas restricciones, consideremos el volumen V de la Figura 13.4. La ley deconservacion de la masa aplicada a ese volumen nos da
 dM
 d t= 0 = ρ2v2S − ρ1v1S
 y finalmente hallamosj = ρ1v1 = ρ2v2 (13.7a)
 y de la misma manera hallamos las leyes de conservacion de impulso y energıaa traves de la discontinuidad
 P1 + ρ1v21 = P2 + ρ2v
 22 (13.7b)
 w1 +1
 2v21 = w2 +
 1
 2v22 (13.7c)
 Estas ecuaciones muestran que las variables del gas transmitido estan determi-nadas por las del gas incidente a traves de las leyes de conservacion.
 Examinemos en primer lugar el caso en que no se libera energıa en la dis-continuidad: se trata de la propagacion de una onda de choque. Estas son ex-tremadamente comunes: se producen por cualquier movimiento supersonico, talcomo la punta de un latigo o el movimiento de un jet o tambien cuando hay unaliberacion brusca de energıa tal como el salto de una chispa electrica (un rayo esun ejemplo espectacular) o la explosion de un cartucho de dinamita. En todoslos casos, se forma una discontinuidad en el gas que localmente debe obedecerlas ecuaciones (13.7).
 Para estudiar las variables postchoque, introduzcamos el volumen especıficoV = 1
 ρ . Usandolo, la ley de conservacion de la masa (13.7a) se escribe
 v1 = jV1 v2 = jV2 (13.8)
 que sustituidas en la ley de conservacion del impulso (13.7b) dan
 j2 =P2 − P1V1 − V2
 (13.9)
 que implican que P2 > P1 si V1 > V2. Finalmente, sustituyendo esta ultimaexpresion en (13.7c) hallamos la discontinuidad en la entalpıa
 w2 − w1 =1
 2(V1 + V2)(P1 − P2) (13.10)
 o tambien la discontinuidad en la energıa interna
 e2 − e1 =1
 2(V1 − V2)(P1 + P2) (13.11)
 Las relaciones que acabamos de exponer valen a ambos lados de la onda dechoque.
 Las ecuaciones (13.10) o (13.11) se conocen como la adiabatica de choqueo adiabatica de Hugoniot o simplemente “la Hugoniot”. En el plano (V, P ) serepresenta como una curva que da los puntos posibles (V2, P2) dados los valoresiniciales (V1, P1) (Figura 13.5).
 La Hugoniot es una representacion grafica muy interesante, pues muchaspropiedades de la onda de choque pueden deducirse de la misma. Por ejemplo,
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 Figura 13.5: Adiabatica de Hugoniot para un gas ideal.
 el cuadrado del flujo de masa a traves del choque esta dado por la pendiente dela cuerda que pasa por los puntos (V1, P1) y (V2, P2).
 Ahora bien, no todos los puntos sobre la Hugoniot son fısicamente realizables.Ademas de las condiciones mecanicas de choque, debe satisfacerse el segundoprincipio de la Termodinamica: la entropıa del gas no puede decrecer:
 S2 ≥ S1 (13.12)
 No es difıcil demostrar que para que la entropıa crezca a traves del choque,el volumen especıfico del gas debe disminuir: el gas se comprime y se calienta atraves del choque. La region fısicamente realizable de la Hugoniot esta indicadacon rojo en la Figura 13.5.
 Los problemas desarrollan temas de ondas de choque para gases politropicos.
 13.2.2. Combustion
 En los problemas de combustion la constitucion quımica (alquımica) del gascambia a traves de una superficie de discontinuidad. Esta ultima recibe el nom-bre de llama y en realidad se trata de una capa de ancho finito del gas, dondese produce la reaccion (al)quımica. Sin embargo, en la primera aproximacion laidealizaremos como una superficie de ancho cero.
 El gas que se acerca a la llama se denomina el combustible (o los reactivos,si se trata de una mezcla) y el que se aleja las cenizas (o los productos).
 Una segunda idealizacion es suponer que la llama puede describirse funda-mentalmente por la energıa liberada en la combustion. Mas precisamente, las
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 Figura 13.6: Adiabatica de dentonacion. Clave: D: Detonacion de Chapman-Jouget; F: Deflagracion de Chapman-Jouget; DF: Detonaciones fuertes; DD: De-tonaciones debiles; FF: Deflagraciones fuertes; FD: Deflagraciones debiles; DV:
 Detonacion a volumen constante; FP: Deflagracion a presion constante.
 energıas internas del combustible y de las cenizas difieren en la energıa liberadapor unidad de masa ε, que en primera aproximacion vamos a suponer que esindependiente de (V, P ). Supondremos, ademas, que la reaccion es exotermica:la energıa liberada es positiva.
 Es facil ver que las ecuaciones (13.7) permanecen validas en el caso de unacombustion, a condicion de que interpretemos las entalpıas pre- y postchoquecomo las entalpıas de dos substancias diferentes, con un calor de formacion ε.Por lo tanto, tambien la ecuacion (13.11), que describe la discontinuidad en laenergıa interna del sistema, es valida. Como hemos supuesto que la reaccion esexotermica, debe cumplirse la condicion
 ∆Q = e(1)(V1, P1)− e(2)(V1, P1) > 0 (13.13)
 Esta condicion, junto con (13.11), determinan los estados posibles del gasquemado. Estos pueden representarse con una curva en el plano (V, P ), que sellama la adiabatica de combustion o la Hugoniot de combustion. Es caracterısticoque la adiabatica de combustion este siempre por encima de la adiabatica dechoque, es decir, para un volumen especıfico V2 la presion P2 en la adiaabatica decombustion es siempre mayor que la presion P ′2, correspondiente a la adiabaticade choque (Figura 13.6).
 La ecuacion (13.9) impone otra restriccion adicional: solo los estados conV2 < V1 o con P2 < P1 son fısicamente realizables. La adiabatica de combustion,
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Proceso Condicion Combustible CenizasDetonaciones fuertes P2 > PD v1 > c1 v2 < c2Detonacion Ch-J P2 = PD v1 > c1 v2 = c2Detonaciones debiles PD > P2 > P1 v1 > c1 v2 > c2Deflagraciones debiles P1 > P2 > PF v1 < c1 v2 < c2Deflagracion Ch-J P2 = PF V1 < c1 v2 = c2Deflagraciones fuertes PF > P2 v1 < c1 v2 > c2
 Cuadro 13.2: Clasificacion de los procesos de combustion
 pues, se divide en dos ramas
 Detonaciones: con V2 < V1.
 Deflagraciones: (o tambien combustiones lentas) con P2 < P1.
 Ahora bien, la recta en el plano (V, P ), definida por la ecuacion (13.9) puedecortar a la adiabatica de combustion a lo sumo en dos puntos. Al contrario delo que ocurrıa con los choques, en que la recta cortaba al choque en dos pun-tos siempre, en el caso de una combustion puede haber dos intersecciones, unpunto de tangencia o ninguna interseccion. Los puntos de tangencia describenlos procesos denominados detonacion de Chapman-Jouget (letra D en la Figu-ra 13.6) y deflagracion de Chapman-Jouget (letra F), que son particularmenteimportantes por varias razones que enunciamos sin demostracion.
 1. La velocidad del gas quemado respecto del frente de combustion es iguala la velocidad del sonido en los procesos de Chapman-Jouget.
 2. La produccion de entropıa es mınima respecto de las demas detonacionesposibles en una detonacion de Chapman-Jouget.
 3. La velocidad del combustible respecto del frente de combustion es mınimarespecto de las demas detonaciones posibles en la detonacion de Chapman-Jouget.
 4. En la deflagracion de Chapman-Jouget la produccion de entropıa es maxi-ma respecto de las demas deflagraciones posibles.
 5. La velocidad del combustible respecto del frente de detonacion es maximaen la deflagracion de Chapman-Jouget.
 Ası pues, los procesos de Chapman-Jouget subdividen los procesos de com-bustion en varios subprocesos importantes. Si llamamos (VD, PD) a las variablesde estado correspondientes al punto D, y (VF , PF ) a las correspondientes al pun-to F tendremos los procesos detallados en la Tabla 13.2.
 En resumen: en las detonaciones el frente es supersonico respecto del com-bustible y en las deflagraciones, subsonico. Por otra parte, en los procesos debilesel gas quemado conserva el caracter subsonico o supersonico del gas, mientrasque lo cambia en los procesos fuertes.
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Problemas 13.2
 Problema 13.2.1 (Teorema de Bernoulli para choques).Demostrar que el principio de conservacion de la energıa para un choque puedeescribirse en la forma del teorema de Bernoulli
 1
 2v21 + h1 =
 1
 2v22 + h2 =
 1
 2V 2 (13.14)
 en donde h es la entalpıa del gas y V la velocidad lımite.
 Problema 13.2.2 (Condiciones de choque para gases politropicos).Escribir las condiciones de choque para un gas politropico de ındice adiabaticoΓ. En particular, demostrar que la Hugoniot puede escribirse en la forma
 P2P1
 =(Γ + 1)V1 − (Γ− 1)V2(Γ + 1)V2 − (Γ− 1)V1
 (13.15)
 Problema 13.2.3 (Entropıa sobre la Hugoniot).Mostrar que para un gas politropico, la entropıa crece a traves del choque
 S2 − S1 = CV lnP2V
 Γ2
 P1V Γ1
 (13.16)
 Problema 13.2.4 (Velocidades sobre el choque).Mostrar que la velocidad del fluido V! es supersonica respecto del choque y queV2 es subsonica:
 v21 > c21 v22 < c22 (13.17)
 Problema 13.2.5 (Velocidad crıtica).Definimos la velocidad local del sonido como
 c2S =
 (
 ∂P
 ∂ρ
 )
 S
 (13.18)
 y la velocidad crıtica como
 c2∗ = µ2v21 + (1− µ2)c21 = µ2v22 + (1− µ2)c22 (13.19)
 en donde
 µ2 =Γ− 1
 Γ + 1(13.20)
 Probar que las velocidades delante y detras del choque estan conectadas por larelacion
 v1v2 = c2∗ (13.21)
 Problema 13.2.6 (Discontinuidad en la velocidad).Demostrar que
 v2 − v1 =√
 (P2 − P1)(V1 − V2) (13.22)
 13.3. Supernovas tipo II
 Las supernovas tipo II, y tambien las Ib,c, son supernovas por colapso denucleo y pueden explicarse a grandes rasgos, si se conoce el comportamiento dela materia a muy altas densidades. Existen, como veremos, varios regımenes yprocesos que contribuyen a la explosion.
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13.3.1. La materia a muy altas densidades
 El comportamiento de la materia a muy altas densidades puede subdividirseen varios regımenes segun las interacciones en juego. Cada uno de estos regıme-nes tiene importancia en cierto contexto astrofısico. En la mayor parte de loscasos, los fermiones estan degenerados y es una buena aproximacion considerarla energıa libre del sistema a temperatura cero para determinar su comporta-miento.
 El regimen no relativista (ρ < 1× 106 g/cm3)
 Este regimen es caracterıstico del interior de las enanas blancas y esta do-minado por electrones degenerados no relativistas. El sistema puede describirsecomo un gas de electrones que se mueve a traves de un cristal formado por losnucleos. Escribamos la densidad de energıa de sistema en la forma
 W = neEe + nNEN + nLEL (13.23a)
 en donde Ee es la energıa por partıcula de los electrones degenerados, EN es laenergıa nuclear por partıcula y EL la energıa del reticulado del cristal. En formaaproximada
 Ee =4π~2
 5me
 (
 9π
 4
 )2/31
 r2C− 2e2
 (
 9π
 4
 )1/31
 rC(13.23b)
 EN = (Nmn + Zmp)c2 −B(A,Z) (13.23c)
 EL = − 9
 10
 Z2e2
 rL(13.23d)
 y en estas ecuaciones rC es el “radio coulombiano”, definido como
 kF =
 (
 9π
 4
 )
 1
 rC
 4π
 3ner
 3C = 1 (13.24)
 y rL esta definido en forma analoga a rC .Las ecuaciones (13.23b) y (13.23d) son particularmente interesantes: la pri-
 mera es la energıa cinetica de un gas ideal de electrones con interacciones elec-trostaticas. La segunda es la energıa de interaccion de una nube esferica deelectrones, de carga total Ze, con un nucleo de carga Ze colocado en su cen-tro. Finalmente, (13.23c) representa la energıa nuclear del sistema, que en esteregimen puede aproximarse por la formula semiempırica de masas.
 Una vez halladas las energıas, la ecuacion de estado se obtiene como
 P = −∂(WV )
 ∂V(13.25)
 En general, las ecuaciones (13.23) dan solo una idea aproximada de la ecua-cion de estado del sistema. En particular, las correcciones coulombianas (13.23b)y (13.23d) suponen que la distribucion de electrones es aproximadamente uni-forme, cosa que no es cierta a bajas densidades, done se agrupan fuertementealrededor del nucleo.
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El regimen de electrones relativistas (1× 106 g/cm3 < ρ < 1× 1011 g/cm3)
 En este regimen se pueden despreciar las correcciones coulombianas y laecuacion de estado se reduce a la de Chandrashekhar, ya estudiada. Pero lapresencia de nucleos pesados introduce un elemento nuevo: la posibilidad delproceso β inverso (una variante del de captura electronica)
 (Z,N) + e− → (Z − 1, N + 1) + νe (13.26)
 y por lo tanto la composicion quımica de la materia puede cambiar con ladensidad.
 La densidad de energıa del sistema toma la forma (13.23a) con
 Ee =4π
 ~3
 ∫ ∞
 0
 p2dp√
 p2c2 +m2ec4 (13.27)
 y la condicion adicional de que sea mınima con respecto a la desintegracion beta(
 ∂W
 ∂Z
 )
 V
 = 0
 (
 ∂W
 ∂A
 )
 V
 = 0 Ne = Z (13.28)
 La solucion de estas ecuaciones, que por lo general debe hacerse numerica-mente, determina los valores de Z y A que hacen al nucleo mas estable. Estosvalores son diferentes a los de “densidad cero”: la “lınea de estabilidad” se mue-va en la direccion de mayor numero de neutrones. El rpoceso descripto se conocecomo “neutronizacion” de la materia y tiene como consecuencia la aparicion denucleıdos muy ricos en neutrones.
 Densidades intermedias (1× 1011 g/cm3 < ρ < 2× 1015 g/cm3)
 En las densidades intermedias aparecen dos fenomenos nuevos, crıticos parael desarrollo de una supernova:
 El “goteo de neutrones” (neutron drip) A densidades un poco mayoresque 1×1011 g/cm3 los nucleos comienzan a “gotear” neutrones en el espacioinsterticial.
 El atrapamiento de neutrinos El camino libre medio de los neutrinos se ha-ce menor que la escala tıpica del nucleo isotermo de una gigante.
 Examinemos brevemente como se pueden describir estos fenomenos. En pri-mer lugar, en las densidades intermedias los nucleos ocupan una fraccion pe-quena pero no despreciable del volumen total. Dentro de ellos hay protonesy neutrones, con densidades n − p y nn. Por otra parte, el resto del volumenesta ocupado por por un gas fundamentlamente de neutrones. La energıa totaldel sistema se escribe pues
 E = VNEN + VGEG + EC (13.29)
 en donde EG es la energıa por partıculas del gas de neutrones, VN y VG = V −VNson los volumenes nucleares e insterticiales y EC representa la energıa del gasde electrones y las interacciones coulombianas.
 La energıa (13.29) debe ser mınima respecto de las variaciones de volumeny numero de partıculas que respeten las leyes de conservacion: carga, numerobarionico B y numero leptonico L.
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Llamando como siempre µ a los potenciales quımicos, estas condiciones sonlas siguientes
 Estabilidad β:
 µe = −∂
 ∂Z(EN + EC) (13.30a)
 Conservacion de B:µn(Nuclear) = µn(Gas) (13.30b)
 Equilibrio mecanico:P (Nuclear) = P (Gas) (13.30c)
 Mınimo de la energıa por barion:
 ∂
 ∂A
 (EN + ELA
 )
 = 0 (13.30d)
 Con estas condiciones es posible hallar la composicion quımica del materialy la fraccion de neutrones instersticiales. El “goteo” comienza cuando
 ρd ' 4× 1011 g/cm3 (13.31)
 y la fraccion de neutrones crece muy rapidamente con la densidad.Aproximadamente a la misma densidad se produce el atrapameinto de neu-
 trinos. Se produce debido a la corriente neutra, que origina una seccion eficazpequena pero no nula con los hadrones del sistema. Esta seccion eficaz es cohe-rente y por lo tanto se suman sus amplitudes. El camino libre medio en elmaterial nuclear es
 λν ' 1,0× 108(
 1012 g cm−2
 ρ
 )[(
 N2
 6A
 )
 XN +XG
 ]−1(1 MeV
 εν
 )2
 (13.32)
 En las condiciones tıpicas en los interiores estelares, esta expresion se reducea
 λν ' 2 km
 (
 10
 εν
 )2
 ' 0,5 km (13.33)
 que es mucho menor el radio de una esfera que contiene una masa de Chandras-hekhar de gas R ∼ 30 km.
 El atrapamiento se produce cuando
 ρt ∼ 8× 1011 g/cm3 (13.34)
 Los neutrinos son el sumidero principal de energıa de la materia a altas den-sidades. Ası pues, las transformaciones termodinamicas tıpicas en una supernovason esencialmente adiabaticas a densidades mayores que ρt.
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Altas densidades (ρ > 2× 1015 gcm3)
 A densidades mayores que 2×1015 gcm3 los ultimos nucleos se diluyen en elgas de neutrones y la materia resulta homogenea. Pero la ecuacion de estado dela misma no se conoce muy bien. El problema es que la teorıa nuclear todavıa(2004) no sabe como tratar bien ese problema.
 Hay muchas dificultades y sutilezas encerradas aquı: los nucleones se en-cuentran muy cerca unos de otros y las fuertes repulsiones entre ellos (que nose pueden tratar perturbativamente) son importantes. Tambien los efectos rela-tivistas se hacen importantes a estas energıas.
 Una ecuacion de estado tıpica es la propuesta por Bethe y Johnson
 P = 364n2,54 MeV/fm3 E = 939n+ 266n1,54 MeV (13.35)
 pero como estas hay muchas. Por otra parte, existen muchos fenomenos com-plejos que pueden ocurrir a estas densidades y que son muy mal conocidos:
 Condensacion de piones: Cuando la densidad de la materia estelar se hacemayor que la densidad nuclear, es posible que se forme un “lıquido depiones”. El lıquido de piones es superfluido, las fuerzas de repulsion entreellos son debiles y el resultado es que se “ablanda” la ecuacion de estado:la presion disminuye para una densidad dada.
 Formacion de hiperones: Tambien es posible que se formes pares de partıcu-la y antipartıcula con hiperones: los “companeros del nucleon”. La presen-cia de los hiperones endurece la ecuacion de estado.
 Materia de quarks: Tambien es posible (aunque aun no se ha comprobadoexperimentalmente) que la presion reviente los nucleones y se forme un“plasma de quarks y gluones”, llamado usualmente “materia de quarks”.
 Todas estas posibilidades son altamente especulativas, aunque algunas deellas pordıan eliminarse estudiando la relacion masa-radio en estrellas de neu-trones.
 13.3.2. Colapso del centro
 Consideremos una estrella con M? ≥ 8M¯, al agotar su combustible nuclearen el centro. La estrella tiene una configuracion en “capas de cebolla”, con unnucleo isotermo formado por elementos del grupo del hierro, separado del restopor una delgada capa de silicio en combustion. La envoltura de este nucleo cen-tral esta compuesta de otras capas de distinta composicion quımica, separadaspor delgadas zonas de combustion (Figura 13.7).
 El nucleo isotermo esta formado sostenido por la presion de electrones de-generados relativistas y es, por lo tanto inestable ante perturbaciones. El ingre-diente que desencadena esta inestabilidad es la fotodesintegracion del hierro
 γ + 5626 → 13α+ 4n (13.36)
 que se produce si la temperatura es suficientemente alta. En efecto, aplicandola ley de accion de las masas a la reaccion (13.36) encontramos
 n13α n4n
 nFe=G13
 α G4n
 GFe
 (
 2πkBT
 ~2
 )24(m13
 α m4n
 mFe
 )3/2
 exp
 (
 − Q
 kBT
 )
 (13.37a)
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 Figura 13.7: Estructura esquematica de una estrella de 25M¯, en el estado depresupernova. Las capas sucesivas son 1: Nucleo de hierro; 2: Combustion de Siy O; 3: Capa inerte de oxıgeno; 4: Combustion de He y C; 5: Capa inerte de He;6: Combustion de H; 7: Envoltura de H. Solo se muestran las 8M¯ centrales.
 en dondeQ = (13mα + 4mn −mFe)c
 2 (13.37b)
 Como ademas debe cumplirse la condicion de que los numeros de protones yneutrones deben conservarse (pues la reaccion (13.36) es electromagnetica) debecumplirse
 13nn = 4nα (13.37c)
 Finalmente, la densidad del material del nucleo de hierro esta dada por
 ρ = (56nFe + 4nα + nn)u (13.37d)
 Las ecuaciones (13.37) permiten calcular las concentraciones de helio y hie-rro dadas las condiciones estelares (ρ, T ). El resultado es que a una temperaturaT ∼ 6 × 109 K el hierro se desintegra segun la reaccion (13.36), casi indepen-dientemente de la densidad.
 El resultado de la fotodesintegracion, combinada con la presion de electronesrelativistas, es que el ındice adiabatico
 Γad <4
 3(13.38)
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y por lo tanto el nucleo se hace mecanicamente inestable y colapsa.En las condiciones en que se produce el colapso, el material se mueve casi en
 caıda libre, con una escala de tiempo hrodinamica τff ∼ (Gρ)−1. Una descripcionaproximada del colapso puede hacerse suponiendo que la solucion es homologa,es decir, que la distribucion de densidad y temperatura conservan su formadurante el colapso.
 Sea r(m, t) y ρ(m, t) la coordenada radial y la densidad como funciones dela masa encerrada en el instante t. Como el colapso es homologo la cantidad r3ρse conserva y por lo tanto
 r(m, t) = β(t)r0(m) (13.39a)
 ρ(m, t) = β(t)−3ρ0(m) (13.39b)
 Sustituyendo en la ecuacion de movimiento
 d2 r
 d t2= −1
 ρ
 ∂P
 ∂r− Gm
 r2(13.40)
 hallamos, cerca del centro, en donde se inicia el colapso
 r(m)β = −1
 ρc2s∂ρ
 ∂r− Gm
 β2r0(m)2(13.41)
 en donde cs es la velocidad del sonido
 c2s =∂P
 ∂ρ= ΓKρΓ−1 = c2s0β
 3Γ−3 (13.42)
 y hemos supuesto una ecuacion de estado politropica cerca del centro.Para calcular la dependencia de la densidad con respecto del radio, propon-
 gamos un desarrollo en serie en la forma
 ρ(m, t) ' ρc(t)[
 1− r2(m, t)
 a2(t)
 ]
 = ρ0β−3[
 1− r20(m)
 a20
 ]
 que implicaa(t) = a0β(t) (13.43)
 En esta ecuacion a0 mide la escala de variacion de la densidad cerca delcentro.
 Finalmenter, hallamos la ecuacion para el factor de escala
 β2β = 2βc2s0a20− 4πGρ0 (13.44)
 que cuando Γ = 4/3 toma la forma
 β = 2c2s0a20− 4πGρ0
 β2(13.45)
 La ecuacion es interesante: la cantidad a0/cs = τs es la escala de tiempopara que el sonido atraviese la region en que la densidad varıa apreciablemente.El colapso se produce cuando la escala de tiempo hidrodinamico τff ≤ τs.
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La solucion homologica es valida mientras la velocidad del fluido sea me-nor que la del sonido v(m) = ˙r(m) . cs(m). La distancia r en la que ambasvelocidades se igualan se llama el punto sonico.
 Para estimar la energıa liberada durante el colapso, recordemos que la energıacinetica por unidad de masa para el material que cae desde el reposo es
 1
 2v21 =
 GM
 R(13.46)
 La conservacion de la masa implica que la razon entre los radios inicial yfinal del nucleo vale
 R
 Ri=
 (
 ρiρ
 )13
 ∼ 10−2 (13.47)
 y ademas
 Ri ∼(
 3Mc
 4πρi
 )13
 ∼ 108 cm
 (
 Mc
 M¯
 )13
 (13.48)
 para una densidad inicialρi ∼ 109 g/cm3 (13.49)
 Por lo tanto, el radio final vale
 Rf ∼ 10 km
 (
 Mc
 M¯
 )13
 (13.50)
 y la energıa cinetica por unidad de masa
 1
 2v21 = 1020 erg/g (13.51)
 y la energıa total liberada es
 E ∼ 1053 erg = 100 foe (13.52)
 en donde hemos introducido la unidad usual
 1 foe = 1051 erg (13.53)
 En realidad, la mayor parte de esta energıa se libera en forma de neutrinosy no como radiacion electromagnetica o como energıa cinetica de la materia.
 13.3.3. El choque rapido
 La solucion homologa que acabamos de describir requiere que la materia seamecanicamente inestable Γ < 4/3. Sin embargo, cuando la densidad del materialsupera la densidad nuclear, la ecuacion de estado se hace “dura”: el ındiceadiabatico crece mucho Γ ∼ 2,5 y detiene el colapso. Se forma ası un nucleo dealta densidad, casi incompresible: la protoestrella de neutrones.
 Por otra parte, la materia que cae hacia el nucleo denso golpea contra elmismo y “rebota” como si fuera una pared. Podemos entender cualitativamenteeste rebote usando las leyes de conservacion. La materia que choca contra elnucleo denso se detiene bruscamente y su velocidad cambia en la cantidad
 ∆v = −vin (13.54)
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La energıa perdida en este choque calienta la protoestrella de neutrones yforma principalmente fotones y pares (ν, ν), ya que no tienen masa en reposo.
 Este brusco cambio produce a su vez cambios de presion y densidad
 ∆P = ρcs∆v (13.55a)
 ∆ρ
 ρ=
 ∆v
 cs(13.55b)
 que se propagan como ondas de sonido a traves del material que cae. Pero estasondas no pueden propagarse a mas alla del punto sonico; allı se acumula suenergıa y se forma la onda de choque.
 Podemos estimar la velocidad inicial de esta onda de choque usando lasrelaciones de Hugoniot de la Seccion 13.2.1. El choque es fuerte P2 À P1 lasecuaciones (13.10) y (13.22) se simplifican a
 2(e2 − e1) = (v2 − v1)2 = P2(V1 − V2) (13.56)
 Haciendo la aproximacion de gas ideal para el gas se encuentra, con ayudade la ecuacion de continuidad
 ρ2ρ1
 =V1V2
 =Γ + 1
 Γ− 1(13.57a)
 v1 =
 √
 1
 2(Γ + 1)P2V1 =
 √
 1
 2
 (Γ + 1)2
 Γ(Γ− 1)cs (13.57b)
 v2 =
 √
 1
 2
 (Γ− 1)2
 Γ + 1P2V1 =
 √
 1
 2
 Γ− 1
 Γcs (13.57c)
 en donde cs es la velocidad del sonido dentro del choque.La velocidad del choque U respecto del centro de la estrella se halla obser-
 vando que en el punto sonico −v2 ' cs − U y por lo tanto
 U ' cs − v2 > 0 (13.58)
 que muestra que el choque se propaga hacia afuera.La energıa cinetica del choque es relativamente pequena comparada con la
 energıa total liberada, tanto por la velocidad relativamente pequena del choquecomo por la baja densidad del gas que cae. Debido a eso, el calculo es bastan-te complicado y los resultados dependen mucho de los detalles del modelo desupernova. La energıa inicial del choque varıa entre 0,1 foe y 10 foe.
 Lamentablmente, hay muchos mecanismos que quitan energıa al choque rapi-do. En primer lugar, el choque debe atravesar el material de la envoltura queesta cayendo, compuesto de nucleos y electrones. La temperatura de este mate-rial amuenta mucho y produce fotodisociacion del mismo. Esto consume 1,5 foepor cada 0,1M¯ de hierro. Un segundo proceso es la emision de neutrinos porel frente del choque, cuando llega a densidades menores que la de atrape. Estesegundo proceso consume unos 3 foe, independientemente de los detalles delproceso de colapso o de formacion del choque.
 Las simulaciones numericas muestran que solo se pueden obtener explosionescon ecuaciones de estado muy “blandas” (lo que trae problemas para describir
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las estrellas de neutrones resultantes) cuando se incluyen los efectos de la Re-latividad General. En general, el choque “entra en perdida”1 y se “duerme” auna distancia de algunas decenas de kilometros y se transforma en un choquede acrecion.
 13.3.4. El choque retardado
 Un mecanismo propuesto para reavivar el choque “dormido” es la absorcionde neutrinos emitidos por la protoestrella de neutrones. Las reacciones tıpicasson
 n+ ν → p+ e−
 p+ ν → n+ e+
 y energıas de algunos MeV su seccion eficaz σ tiene la forma (11.26), proporcio-nal al cuadrado de la energıa del neutrino.
 La potencia absorbida por el sistema es
 E =Lνσ
 4πR2S
 (13.59)
 en donde Lν ∼ 100 foe es la luminosidad de neutrinos de la protoestrella deneutrones y RS ∼ unit[100]km el radio del choque. Con una seccion eficazσ ∼ 99×10−44 cm2E2
 ν y con una energıa media de un neutrino de Eν ∼ 10 MeVse encuentra
 E ∼ 50 MeV/s
 (
 Lν
 100
 )(
 100
 R
 )2(Eν
 10
 )2
 (13.60)
 que debe compararse con la energıa potencial gravitatoria de un nucleon a lamisma distancia
 EG = 18 MeV
 (
 M
 M¯
 )(
 100
 R
 )
 (13.61)
 Se comprende que con este eficiente mecanismo de calentamiento, el cho-que deberıa acelerarse rapidamente y transformarse en una explosion capaz deexpulsar el manto y la envoltura de la estrella.
 Lamentablemente, tampoco en este caso las simulaciones muestran una ex-plosion exitosa. Numerosos mecanismos quitan energıa al choque y las explo-siones, cuando se producen, tienen una energıa mucho menor que la observada.No esta claro, entonces, que los mecanismos propuestos, pese a su solidez, seansuficientes para explicar las explosiones observadas.
 13.3.5. La propagacion del choque
 La propagacion del choque hacia afuera, expulsando el material de la super-nova, puede analizarse cualitativamente con un ejemplo muy sencillo, debido aSedov [99, §5.6].
 1En ingles stalls: perder sustentacion. El mismo verbo se usa para “hacer tiempo” en unpartido de futbol.
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Consideremos las ecuaciones de movimiento de un modelo dinamico estelar
 ∂ρ
 ∂t+∂ρv
 ∂r+ 2
 ρv
 r= 0 (13.62a)
 ∂m
 ∂r= 4πr2ρ (13.62b)
 ∂v
 ∂t+ v
 ∂v
 ∂r+
 1
 ρ
 ∂P
 ∂r= −Gm
 r2(13.62c)
 ∂s
 ∂t+ v
 ∂s
 ∂r= 0; s =
 p
 ρΓ(13.62d)
 que usaremos para estudiar la propagacion del choque.Supondremos que inicialmente el gas se encuentra en una solucion de equi-
 librio. Para hallar soluciones analıticas buscaremos una solucion estatica v = 0de las ecuaciones (13.62) que no tenga un parametro de escala. Esto se obtieneproponiendo una distribucion de densidad de la forma
 ρ0 =A
 rω(13.63a)
 con la que obtenemos
 v = 0 (13.63b)
 m(r) =4πA
 3− ωr3−ω (13.63c)
 P =4πa2G
 (ω − 1)(3− ω)1
 r2ω−2(13.63d)
 en donde las constantes A y ω caracterizan la distribucion de densidad.La cantidad GA2 tiene dimensiones de energıa y por lo tanto es conveniente
 expresar la constante A en la forma
 A =M0
 r3−ω0
 = ρ0rω0 (13.64)
 en donde ρ0 y r0 representan escalas de densidad y distancia, y junto con ellasescalas de tiempo t0 y velocidad v0
 t0 =1√Gρ0
 v0 =r0t0
 (13.65)
 La solucion estatica (13.63) no tiene un comportamiento fısico cerca delorigen o en el infinito, pero describe razonablemente la distribucion de densidadde la envoltura de una estrella de gran masa. No es difıcil demostrar que laenergıa total del sistema es cero, de manera que cualquier perturbacion lo sacade equilibrio.
 Es posible obtener soluciones analıticas de las ecuaciones (13.62) en el casoparticular
 ω =5
 2; Γ =
 4
 3(13.66)
 que describen la propagacion de un choque a traves de la envoltura.
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Para hacerlo, busquemos una solucion homologa de las ecuaciones de movi-miento (13.62) con la velocidad proporcional a la distancia. Simples considera-ciones de analisis dimensional exigen que
 v =r
 tV (13.67a)
 ρ =1
 Gt2R (13.67b)
 m =r3
 Gt2M (13.67c)
 P =r2
 Gt4Π (13.67d)
 en donde V,R,M,Π son constantes arbitrarias adimensionales. Sustituyendo(13.67) en (13.62) hallamos las condiciones de consistencia de la solucion
 M + V 2 − V + 2Π
 R= 0 (13.68a)
 2− 3V = 0 (13.68b)
 V + Γ− 2 = (13.68c)
 3M = 4πR (13.68d)
 Las ecuaciones (13.68b) y (13.68c) solo son consistentes si Γ = 4/3, (lo queexplica nuestra eleccion (13.66) de los parametros) que representa un gas po-litropico as borde del equilibrio.
 Llamemos Vc a la velocidad del choque y cS a la velocidad del sonido en elmedio estatico. Si indicamos, como antes, con los subındices 1 y 2 las propiedadesdel gas estatico y chocado, las condiciones de discontinuidad en el choque puedenescribirse en la forma
 v2 =2
 Γ + 1Vc(
 1− q2)
 (13.69a)
 ρ2 =Γ+ 1
 Γ− 1ρ1
 (
 1 +2
 γ − 1q2)−1
 (13.69b)
 m2 = m1 (13.69c)
 P2 =2Γ
 Γ + 1
 P1q2
 (
 1− Γ− 1
 2Γq2)
 (13.69d)
 en dondeq =
 cSVc
 (13.69e)
 Ahora bien, simples consideraciones de Analisis dimensional muestran quela posicion y velocidad del choque deben tener la forma
 r = (βGA)1/ωt
 2/ω Vc =2
 ω(βGA)
 1/ωt2/ω−1 (13.70)
 en donde β es una constante adimensional conectada con q de la forma
 q =πΓω2
 2(ω − 1)(3− ω)β (13.71)
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Sustituyendo las expresiones (13.67) y (13.66) en las condiciones de choque(13.69) hallamos
 V =24
 35(1− q) (13.72a)
 R =63
 50π
 q
 1 + 6q(13.72b)
 M =36
 25q (13.72c)
 P =54
 4375πq(8− q) (13.72d)
 Si comparamos las expresiones (13.68b) y (13.72a) hallamos el valor de q
 q =1
 36(13.73)
 y con ella las expresiones para las variables dinamicas del sistema. Estas ultimaspueden escribirse en forma muy elegante:
 v
 v2=
 r
 r2= λ,
 ρ
 ρ2= 1,
 P
 P2=
 (
 r
 r2
 )2
 ,m
 m2=
 (
 r
 r2
 )3
 (13.74a)
 r2 = (200π)2/5r0
 (
 t
 t0
 )4/5
 , Vc =4
 5(200π)
 2/5v0
 (
 t0t
 )1/5
 (13.74b)
 que junto con (13.63) proporcionan la solucion del problema.La Figura 13.8 muestra el comportamiento de la densidad durante la explo-
 sion: el pasaje del choque comprime el gas fuertemente, pero este relaja despuesa valores mas pequenos. La masa total encerrada en una esfera de radio fijo rdecrece rapidamente como m(r) ∼ t−12/5. La materia es expulsada ası de lascercanıas del origen y el modelo describe cualitativamente el comportamientode la estrella durante la explosion.
 13.3.6. Los neutrinos de SN1987a
 La explosion de la supernova 1987a, el 23 de febrero de 1987, permitio obser-var la emision de neutrinos en la explosion de una supernova tipo II, confirmandoası a grandes rasgos el mecanismo de explosion.
 La supernova fue observada en el optico por primera vez el 23 de febrero alas 0,443 UT ' 10 : 37 UT con una magnitud aparente m ' 6,5 mientras queuna observacion a las 0,39 UT ' 9 : 20 UT mostro que su magnitud era inferiora m ≤ 7,5.
 Una fuerte senal de antineutrinos fue detectada en varios laboratorios queinvestigaban el posible decaimiento del proton. Los antineutrinos fueron detec-tados a traves de la reaccion por corrientes cargadas
 νe + p→ e+ + n (13.75)
 en donde los positrones se detectaron por su radiacion Cherenkov.Los laboratorios Kamiokande II, IMB y Baksan detectaron tres grupos de 12,
 8 y cinco antineutrinos respectivamente esencialmente a la misma hora: 7 : 35 :
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 Figura 13.8: Comportamiento de la densidad durante la explosion.
 41 UT. Lamentablemente, solo IMB estaba conectado a UT en ese momento ylos instantes exactos del comienzo de los grupos de antineutrinos tienen erroresde muchos segundos, mayores que la duracion total del fenomeno. La Figura 13.9muestra las secuencias de antineutrinos observadas, suponiendo que los primeroseventos son simultaneos. La senal de neutrinos es unas tres horas anterior a lasenal optica, que corresponde groseramente al viaje del choque a traves de laenvoltura de la estrella.
 El analisis de la senal de neutrinos permite inferir mucha informacion sobreel colapso de una manera esencialmente independiente de los detalles del meca-nismo de explosion. Esto puede hacerse, porque la emision de neutrinos por lasupernova se produce en la neutrinosfera y es en gran medida independiente delos detalles de lo que ocurre adentro.
 La energıa interna del fluido de neutrinos encerrado en la neutrinosfera deradio R se puede expresar en la forma
 U ' 4π
 3R3aνT
 4 (13.76)
 mientras que la perdida de energıa por radiacion es
 dU
 d t= −4πR2σνT
 4 (13.77)
 De estas expresiones deducimos
 T = T0e−at (13.78)
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 Figura 13.9: Momentos de llegada y energıas de los neutrinos de SN1987a, su-poniendo que los primeros eventos en cada observatorio fueron simultaneos.
 y de las mismas es posible deducir, a su vez, el flujo total de neutrinos en lasuperficie y la luminosidad en neutrinos de la supernova.
 Por otra parte, el flujo de neutrinos y el de energıa pueden deducirse a partirde la eficiencia de los detectores, que depende de la geometrıa y de la masa totalde protones libres en el sistema, y de la seccion eficaz.
 Sea
 N(ε, t) =A0ε
 2
 exp εT + 1
 (13.79a)
 el numero de antineutrinos emitidos por unidad de energıa y de tiempo, su-poniendo que obedecen una distribucion de Fermi-Dirac con potencial quımiconulo y en donde
 A0 = 4πR2 πc
 (~c)3(13.79b)
 La probabilidad de detectar un antineutrino de energıa ε en un detector conuna eficiencia η(ε) a una distancia D de la supernova es
 dNobs
 dε dt= η(t)Npσ(ε)
 N(ε, t)
 4πD2(13.80)
 en donde Np es el numero de protones libres en el detector.Comparando esta ultima ecuacion con la observacion es posible determinar
 los parametros a,A0, T0 y con ellos parametros interesantes de la supernova.
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Modelo a(s−1) τ(s) T0(MeV) N0(1057) E0(foe) Etot(foe)
 I 0 — 3,0± 0,5 3,0± 1,0 60± 20 ∼ 300II 0,052 19,2 3,8± 0,5 0,46± 0,15 67± 23 ∼ 400
 Cuadro 13.3: Resultados del analisis de los neutrinos [27]. Modelo I: Tempera-tura de la neutrinosfera constante; Modelo II: Enfriamiento exponencial con laley (13.78).
 Por ejemplo, el numero total de antineutrinos emitido es
 N0 =
 ∫ ∞
 0
 dt
 ∫ ∞
 0
 dεN(ε, t) = A0F2
 ∫ ∞
 0
 T 3(t)dt (13.81a)
 y la energıa total en antineutrinos del electron
 E0 =
 ∫ ∞
 0
 dt
 ∫ ∞
 0
 dεεN(ε, t) = A0F3
 ∫ ∞
 0
 T 4(t)dt (13.81b)
 en donde
 Fn =
 ∫ ∞
 0
 xn dx
 ex + 1=(
 1− 2−n)
 Γ(n+ 1)ζ(n+ 1) (13.81c)
 F2 = 1,803 F3 = 5,862 (13.81d)
 La Tabla 13.3 muestra los resultados de un analisis de ese tipo [27], ejempli-ficados con dos de modelos de enfriamiento: en uno se supone la temperatura dela neutrinosfera aproximadamente constante y en otro un decaimiento exponen-cial (13.78). La energıa total Etot ∼ 6E0 (pues hay tres familias de neutrinos)es consistente con la estimacion (13.52), distribuida con densidad constante enuna neutrinosfera de 30–40 km de radio. El modelo de explosion queda ası con-firmado a grandes rasgos.
 Problemas 13.3
 Problema 13.3.1 (Solucion estatica).Probar que las expresiones (13.63) son solucion de las ecuaciones (13.62).
 Problema 13.3.2 (Propagacion del choque).Usando consideraciones dimensionales, probar las expresiones (13.70) para lapropagacion del choque.
 Problema 13.3.3 (Condiciones de choque).Probar las condiciones de choque en la forma (13.69).
 Problema 13.3.4 (Solucion dinamica).Probar que las expresiones (13.74) son solucion de las ecuaciones de movimiento(13.62).
 1. Sustituyendo una solucion de la forma (13.67) en (13.62) hallar las rela-ciones (13.68) entre las constantes de integracion.
 2. De manera similar, probar las relaciones (13.72) entre las mismas.
 3. Determinar los valores de q y β.
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 J
 Figura 13.10: Esquema de una binaria cataclısmica. MS: Estrella de la secuenciaprincipal; LR: Lobulo de Roche; : L1: Punto L1 de Lagrange; : J: Chorro (jet)de materia; D: Disco de acrecion; HS: Punto caliente (Hot spot); WD: Enanablanca.
 13.4. Supernovas tipo Ia
 Las supernovas supernovas tipo Ia se producen por una explosion termonu-clear en sistemas binarios y debido a la pequena masa del progenitor no dejanremanentes compactos, tales como estrellas de neutrones o agujeros negros.
 13.4.1. Modelo de binaria cataclısmica
 El progenitor mas plausible para una supernova Ia es una binaria cataclısmi-ca: una binaria formada por una enana blanca y una estrella “normal” (de laSecuencia Principal o tal vez de la Rama Horizontal) que ha llenado su lobulode Roche. Recordemos que se llama ası a la equipotencial efectiva, en el sistemacorrotante con la binaria, que se cruza a sı misma en el punto de Lagrange L1.
 Esto ocurre simplemente porque la caracterıstica mas importante de la evolu-cion en la secuencia principal es un crecimiento moderado del radio de la estrella.La Figura 13.10 muestra esquematicamente la situacion resultante. Cuando laestrella MS llena el lobulo de Roche, la materia se “derrama” a traves del puntoL1 y forma un chorro que cae hacia la enana blanca WD. Alrededor de esta, enel plano de rotacion, se forma un disco de acrecion que deposita poco a poco lamateria sobre la enana blanca. El punto del disco de acrecion adonde el chorrogolpea se llama el punto caliente (HS). De esta manera la masa se transfierepoco a poco de la estrella MS a la enana blanca WD.
 Una vez que se inicia la transferencia de masa, el proceso se acelera por lavariacion del lobulo de Roche debida a la transferencia de masa. En efecto, sean
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M1yM2 las masas de la estrella MS y WD respectivamente. Llamemos M a lamasa total,m a la masa reducida y a al semieje mayor de la orbita. En el sistemadeben cumplirse las leyes de conservacion de la masa y el impulso angular y latercera ley de Kepler:
 M1 + M2 = 0 (13.82)
 dma2ω
 d t= 0 (13.83)
 a3ω2 = GM (13.84)
 De las dos ultimas ecuaciones deducimos
 m
 m= −1
 2
 a
 a(13.85a)
 y de la primeram
 m=M2
 M2
 (
 1− M2
 M1
 )
 (13.85b)
 Las dos ultimas ecuaciones muestran que si MS es la primaria, el eje mayorde la orbita decrece, lo que a su vez acelera el proceso de acrecion por la enanablanca.
 Es facil ver que la presencia de la secundaria altera profundamente la evo-lucion de la primaria. En efecto, para que la evolucion no se aparte demasiadode la de una estrella aislada, el lobulo de Roche y el radio deberıan variar de lamisma manera. Ahora bien, el radio de una estrella de la secuencia principal esuna funcion de la masa que se puede aproximar en la forma
 R1 ∝Mα1 (13.86)
 mientras que el radio del lobulo de Roche (aproximado por una esfera) es
 RL ∝ a(
 M1
 M
 )1/3
 (13.87)
 Para que se mantenga aproximadamente el equilibrio en MS ambos radiosdeben crecer de la misma manera y por lo tanto
 a
 a'(
 α− 1
 3
 )
 M1
 M1(13.88)
 Comparando (13.88) con (13.85) se observa que por lo general es imposiblesatisfacer ambas condiciones.
 Cualitativamente, el resultado es una transferencia de masa acelerada a laenana blanca, que poco a poco alcanza la masa de Chandrashekar.
 13.4.2. El inicio de la explosion
 Aunque parezca mentira, despues de mas de cuarenta anos de investigacion,el proceso de explosion de una supernova tipo Ia todavıa no se comprende bien.Hay varias razones para ello: desde los detalles de composicion quımica de laenana blanca, cuya distribucion de C/O debe conocerse con cierta precision,
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 Figura 13.11: Esquema del proceso URCA.
 hasta las dificultades del proceso de combustion, que esta dominado en granmedida por la turbulencia.
 Como ya hemos mencionado varias veces, el nucleo degenerado de una es-trella es inestable frente a perturbaciones (Seccion 5.5). Cuando una pequenacontraccion homologica desencadena reacciones nucleares en el medio, la ines-tabilidad del sistema inicia reacciones nucleares que “se disparan” (runawaycombustion): el calentamiento del sistema acelera las reacciones nucleares, quea su vez aumentan el calentamiento y la compresion, que acelera el sistema. . .
 Sin embargo, las cosas no son tan sencillas. En un gas de electrones de-generados ultrarrelativistas, como los que hay cerca del una enana blanca conM ∼MCh hay muchos procesos debiles que enfrıan el centro por emision de neu-trinos. Ademas del bremstrahlung debil, existe el proceso URCA que en estascondiciones es muy eficiente para el enfriamiento estelar.
 Uno de ellos es el proceso URCA 2 representado esquematicamente en laFigura 13.11: un par de nucleos son capaces de transformarse el uno en el otroa traves de las reacciones
 (Z,A) + e− → (Z + 1, A) + νe (Z + 1, A)→ (Z,A) + e+ + νe (13.89)
 El proceso puede ser muy eficiente, especialmente si transcurre entre estadosexcitados (lıneas punteadas en la Figura 13.11). Este proceso y otros similaresson capaces de retardar el inicio de la explosion de la enana blanca durantealgunos miles de anos.
 Las reacciones que se inician producen inicialmente un flash de carbono atraves de la combustion de carbono (8.120) y del oxıgeno (8.121) estan seguidaspor cadenas de reacciones explosivas que producen liberacion de energıa en elcentro de la estrella. El proceso se produce a traves de reacciones que absorbenpartıculas α, tales como las reacciones (8.119) y se detiene en el 56Ni, que esdoblemente magico. La tasa de reaccion es sumamente alta y en las cercanıasdel centro se inicia un proceso de combustion.
 2El nombre le fue dado al proceso por G. Gamow, al ver como desaparecıa su dinero en elcasino carioca de Urca.
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13.4.3. El proceso de explosion
 Las reacciones alquımicas basicas que sostienen el proceso de combustionson (8.120) y (8.121), junto con las cadenas de absorcion de αs. Pero ¿se tratade una deflagracion o de una detonacion?
 La liberacion de energıa en la combustion es tan intensa que es naturalpensar en un proceso de detonacion, pero los calculos sucesivos de detonacio-nes iniciados en el centro de una enana blanca producen una distribucion deelementos nucleosintetizados que no concuerda con el experimento.
 Una deflagracion, por otra parte tiene dificultades si las llamas se propa-gan en forma laminar. La velocidad de la llama es demasiado pequena comopara producir una explosion. Pero la deflagracion se produce en un ambientedominado por la gravedad y va a estar sujeto a la inestabilidad convectiva queya estudiamos (Seccion 7.3), que ene estas condiciones se conoce como la ines-tabilidad de Rayleigh-Taylor3. El fluido quemado, mas caliente y menos densoque el combustible, flota hacia arriba y es reemplazado por combustible fresco,listo para quemarse. Las llamas toman entonces un aspecto filamentoso, fractal,que acelera enormemente la velocidad de la llama y de esta manera se puedeproducir una razonable explosion, con una nucleosıntesis aceptable de elementosintermedios.
 Por otra parte, la deflagracion acelerada puede alcanzar la onda de choqueque la precede y formar un frente de detonacion. Este ultimo proceso se conocecon la sigla humorıstica DDT: Deflagration to Detonation Transition y este me-canismo, llamado detonacion retardada, es capaz de explicar todos los fenomenosobservados de una SNIa. Sin embargo, no esta claro que puedan producirse lascondiciones para DDT en una combustion tıpica en una enana blanca.
 Notas bibliograficas
 Existen muchos buenos artıculos de revision sobre supernovas. Los de V.Trimble [110, 111] son clasicos en el tema. La referencia [17] contiene un resumenmuy breve.
 Una revision moderna de la fenomenologıa puede verse en [32].La teorıa de las ondas de choque y de combustion esta muy bien expuesta
 en [77, 42]; ejemplos y soluciones analıticas en [99]La teorıa de las supernovas tipo II, hasta la fecha de su publicacion, esta ma-
 gistralmente expuesta en la referencia [21]. Un resumen de la teorıa de la materiaa muy altas densidades puede verse en [80].
 Los neutrinos de la supernova 1987a son la primera confirmacion directa delmecanismo de colapso para estas supernovas. Han sido analizados en numerosasreferencias. Los trabajos originales son [65, 24, 5] y hay numerosos analisis delos datos publicados. En el texto hemos tomado como ejemplo la referencia [27].
 Los procesos de explosion de una enana blanca son complejos y requierencalculo numerico muy pesado, debido principalmente a los efectos de la turbu-lencia. La referencia [63] trae una interesante puesta al dıa sobre el tema.
 3Conocida por cualquier amante de un asado. . .
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Capıtulo 14
 Nucleosıntesis de elementospesados
 La consecuencia mas importante de la evolucion esterlar es probablementela nucleosıntesis de elementos pesados, ya que es esta la que a su vez dirige laevolucion galactica.
 Los metales Z > 2 se dividen en dos grandes grupos: los elementos livianosZ . 26 y los elementos pesados Zgtrsim26. Esto se debe a que el maximo dela energıa de ligadura por barion se encuentra en los elementos del grupo delhierro Z ≈ 26 (Figura 8.2) y por lo tanto la nucleosıntesis del primer grupo esun proceso exotermico, que libera energıa, mientras que la del segundo grupo esendotermico.
 Los procesos de formacion de ambos grupos son, pues, muy diferentes. Losdel primero los hemos examinado en capıtulos precedentes y aquı daremos soloun breve resumen. Los del segundo grupo, por el contrario son muy diferentes.Debido a las altas barreras coulombianas, las unicas partıculas eficientes comopara producir reacciones nucleares eficientemente son los neutrones, de modoque la mayor parte de los elementos pe3sados se sintetizan en reacciones decaptura neutronica
 (Z,A) + n→ (Z,A+ 1) + γ (14.1)
 seguida tal vez por desintegracion β
 (Z,A)→ (Z + 1, A) + e− + νe (14.2)
 El proceso de captura neutronica (14.1) puede producirse, a su vez, de dosmaneras. En la primera, las capturas se producen a un ritmo muy lento, de ma-nera que que las desintegraciones (14.2), excepto las de muy larga vida, puedencompletarse entre captura y captura: el proceso-s. En la segunda, las caprutasde neutrones se producen con tanta rapidez que que se sintetizan elementos sinque las desintegraciones intervengan: es el proceso-r 1.
 Hay un ultimo grupo de elementos pesados, de abundancia muy pequena,que no puede haber sido sintetizado por captura neutronica y que bien podrıahaberse formado po captura de protones, aunque esta se encuentre muy supri-mida: el proceso-p.
 1Los nombres provienen de las expresiones inglesas slow process (s-process) y rapid process(r-process) respectivamente. No vale la pena castellanizar tales expresiones.
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En las secciones siguientes examinaremos estos interesantes procesos y men-cionaremos algunas de las aplicaciones de la teorıa.
 14.1. Nucleosıntesis explosiva
 Los procesos nucleosinteticos en las estrellas se completan con las explosio-nes estelares: supernovas fundamentalmente, pero tambien son importantes losflashes de helio y de carbono, donde puede producirse una parte importante dela nucleosıntesis.
 14.1.1. Nucleosıntesis hidrostatica
 Los procesos nucleosinteticos durante la evolucion estelar ya han sido descrip-tos en los Caps. 10 y 12, de modo que nos limitaremos a resumir los resultadosmas importantes.
 Desde la Secuencia principal hasta el encendido de helio: El proceso nu-cleosintetico mas importante es la formacion de 4He a partir del hidrogeno,con la reaccion
 4H→ 4He + ε (14.3)
 Esencialmente, no hay otra nucleosıntesis importante en esta etapa.
 Combustion del He: La combustion del helio se produce en una complejasecuencia de etapas que incluyen tanto la estadıa en la rama horizontal(cuando existe) como el ascenso a la Rama Asintotica de las Gigantes,incluyendo complejas fases intermedias. La nucleosıntesis se produce prin-cipalmente a traves de la secuencia
 34He→12 C+ γ (14.4a)12C+ 4He→16 O+ γ (14.4b)16O+ 4He→20 Ne + γ (14.4c)
 · · ·
 Esta secuencia es responsable de los picos de abundancia en los nucleidos4n (Cf. Figura 1.6).
 Combustion del carbono y etapas posteriores: Puede decirse que estas eta-pas proceden por convulsiones: cerca del centro de la estrella se produceel encendido de un nucleıdo abundante, lo que produce un flash. La estre-lla se tranquiliza durante un breve intervalo, mientras consume el nuevocombustible, hasta que vuelve a agotarse. El nucleo de la estrella se con-trae hasta que sus temperatura sube lo suficiente como para encender unanueva reaccion nuclear y reinicia la convulsion (Figura 14.1).
 La nucleosıntesis hidrostatica, pues, produce principalmente nucleıdos 4n,formados por la aglomeracion de n partıculas α, ya que estos tienen por logeneral mas energıa de ligadura que sus vecinos.
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E
 Cm
 A
 Ct
 Figura 14.1: Ciclo de combustion en etapas tardıas. E: Encendido de la reaccion.Cm: Combustion estacionaria. A: Agotamiento del combustible. Ct: Contracciondel nucleo estelar.
 14.1.2. Nucleosıntesis explosiva
 Durante los flashes que inician la combustion del carbono o del oxıgeno, peroprincipalmente en las explosiones de supernova, se produce la nucleosıntesisexplosiva. Duante estos eventos la temperatura del gas aumenta bruscamente yse mantiene durante un tiempo muy breve. Pero esta temperatura es tan alta queen ese breve periodo se establece una especie de equilibrio termodinamico entgrelas especies nucleares. Este equilibrio estadıstico nuclear ajusta las proporcionesde nucleidos durante el estallido.
 El equilibrio estadıstico nuclear se produce cuando la temperatura es losuficientemente alta como para que las reacciones directas e inversas en unacadena de reaccion se equilibren. Por ejmeplo, en equilibrio estadıstico nuclear,tanto la reaccion (14.4c) como su inversa
 20Ne + γ →16 O+ 4He (14.5)
 pueden courrir al mismo ritmo y en ese caso las densidades numero de laspartıculas deben satisfacer la formula de Saha
 nOnαnNe
 =1
 h3
 (
 2πmOmαkBT
 mNe
 )3/2gOgαgNe
 exp
 (
 − Q
 kBT
 )
 (14.6)
 en donde gi es la degeneracion del estado (o la funcion de particion del nucleo)y Q = (mO +mα −mNe)c
 2.En general, cuando hay numerosas especies nucleares en juego, el problema
 es mas complicado: los potenciales quımicos de los distintos gases µi debensatisfacer las condiciones de equilibrio (Seccion 3.4.2)
 ∑
 i
 µ(P, T, Nαi )dNα
 i = 0 (14.7a)
 263

Page 265
                        

para cada reaccion nuclear α junto con las leyes de conservacion de la carga ydel numero barionico
 ne =∑
 i
 Z1ni (14.7b)
 ∑
 i
 Aini = NB (14.7c)
 en donde NB es el numero inicial de bariones.Cuando la temperatura disminuye se produce el congelamiento2 de las reac-
 ciones: la tasa de fromacion del nucleido i disminuye y se hace menor que lade destruccion, fundamentalmente por el crecimiento de la barrera coulombianapero tambien por la dilucion de los reactivos. Las tasas de destruccion tambiendisminuyen pero usualmente en forma mas lenta. Las concentraciones finales delos nucleidos dependen en buena medida de los detalles del congelamiento y ennecesario llevar a cabo el analisis integrando las ecuaciones de reaccion paramuchos nucleidos en forma numerica.
 Eso se hace a veces con un modelo simplificado de explosion, en los que enlugar de integrar numericamente el sistema completo de ecuaciones de estructuraestelar (9.1) junto con las de reaccion quımica (9.2), se integran unicamenteestas ultimas, con alguna hipotesis sobre la variacion temporal de las variablestermodinamicas P, T ; por ejemplo
 T = T0e−λDt ni = n
 (i0)e
 −3λDt (14.8)
 que describe un gas dominado por la radiacion, con ecuacion de estado efectivaρ ∝ T 3. Llamaremos a los modelos de este tipo, de combustion en vaso, poranalogıa con los que suelen usarse en quımica.
 Problema 14.1.1 (Equilibrio Estadıstico Nuclear).Escribir las ecuaciones del equilibrio estadıstico nuclear para las reacciones
 3α→12 C 12C+ α→16 O+ γ (14.9)
 14.2. El proceso s
 Entre los procesos de nucleosıntesis por captura de neutrones, el s es el queproduce la mayor parte de los elementos pesados estables de la tabla periodica.El proceso-s clasico tiene como unica hipotesis importante que exista una semilla(generalmente considerada el nucleo de 56Fe) y una fuente constante pero suavede neutrones. Veremos que esto basta para explicar una parte de la abundanciade los elementos pesados.
 14.2.1. El proceso s clasico
 Supongamos, pues, que existe una fuente de neutrones que incide sobre lassemillas y forma progresivamente los nucleos mas pesados. En el proceso-s clasi-co, haremos la suposicion de que el medio estelar tiene densidad y temperatura
 2Ingles: freeze-out.
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 Figura 14.2: Camino del proceso-s cerca del valle de estabilidad. Rojo: semi-lla (56Fe). Azul: Punto de ramificacion. Verde: Nucleıdo proceso-p. Magenta:Nucleido Proceso-r puro. Marron: Nucleido proceso-s puro. Celeste: Nucleidoss-puros, por ramificacion.
 constante, y por lo tanto trabajamos en un modelo de vaso cerrado. Las ecua-ciones de evolucion quımica toman la forma
 dNs(A)
 d =〈σnγ(A− 1)vn〉nnNs(A−1)− [〈σnγ(A)vn〉nn+λβ(A)]Ns(A) (14.10)
 en donde nn(t) es la densidad numero de neutrones, vn su velocidad y λβ(A)la constante de desintegracion β para las especies inestables. σnγ es la seccioneficaz para el proceso
 (A,Z) + n→ (A+ 1, Z) + γ (14.11)
 que obedece aproximadamente la ley 1/v de Bethe ((8.86b)).El proceso-s clasico introduce dos aproximaciones adicionales a las ecuaciones
 (14.10):
 Temperatura constante: La temperatura del proceso-s Ts, necesaria paracalcular los valores medios, se considera constante. Normalmente, se eligeuna temperatura standard de 30 keV ≈ 3,5 × 108 K. Esta aproximaciones buena debido a la ley 1/v y permite definir las secciones eficaces para elproceso-s en la forma
 σ(A) =〈σnγ(A)vn〉vn(T )
 vn(T ) =
 √
 2kBT
 mn(14.12)
 “Todo o nada”: La segunda aproximacion consiste en suponer que los nucleosque intervienen en el proceso-s o son estables (λβ(A)¿ σ(A)nn(t)vn(T ))
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o totalmente inestables (λβ(A) À σ(A)nn(t)vn(T )). De esta manera, lasconstantes de desintegracion se eliminan totalmente de las ecuaciones(14.10).
 En estas condiciones, el proceso-s sigu un camino unico a lo largo del vallede estabilidad del plano (Z,N): cada captura de neutron aumenta el numerode neutrones y el numero de masa, y cada desintegracion β mueve el trayectohacfia el valle de estabilidad a lo largo de las rectas de A constante (Figura14.2).
 Si en las ecuaciones simplificadas se introduce la fluencia de neutrones
 τ =
 ∫
 nn(t)vn(T )dt =
 ∫
 Φ(t)dt (14.13)
 el sistema de ecuaciones (14.10) se simplifica a
 dN(A)
 d τ= σ(A− 1)N(A− 1)− σ(A)N(A) (14.14)
 Las ecuaciones (14.14) tienen una solucion analıtica conocida, que puedehallarse usando transformadas de Laplace Problema 14.2.1.
 En general, la curva de abundancias en el Sistema Solar no puede reprodu-cirse con una sola irradiacion. Se encuentran resultados mucho mas ajustadossi se supone que distintos nucleos de 56 han sufrido irradiaciones de distintaintensidad, con una distribucion
 ρ(s) =f
 τ0exp
 (
 − s
 τ0
 )
 (14.15)
 En realidad, la distribucion de irradiaciones puede tener cualquier forma funcio-nal, pero la forma particular (14.15), ademas de ajustar (aproximadamente) losdatos observacionales, permite hallar una solucion analıtica muy sencilla parael proceso-s Problema 14.2.2. Los parametros f y τ0 se hallan comparando lasabundancias calculadas con las abundancias observadas en nucleıdos s puros.Estos nucleidos son aquellos que solo pueden formarse en el proceso-s. Se losidentifica porque existen nucleidos estables del mismo numero de masa A peromas ricos en neutrones. Estos nucleidos “protegen” a los s puros de la contami-nacion por el proceso-r. Un ejemplo en la Figura 14.2 es el 70Ge, protegido porel nucleido r puro 70Zn.
 14.2.2. Ramificaciones en el proceso-s
 En algunos nucleidos inestables β, la vida media es del orden del tiempo me-dio entre absorciones 1/Tn = Φσ(A) y en ese caso es necesario tener en cuentala posibilidad de ramificaciones en el proceso-s. Se puede hacer un tratamien-to analıtico sencillo en el caso particular en que Φ, el flujo de neutrones, esindependiente del tiempo.
 La Figura 14.3 muestra un ejemplo de ramificacion en el proceso-s: el 79Setiene un estado excitado con energıa pequena (97,5 keV) con una vida mediacorta τ Iβ ∼ 3,5 min, mientras que el estado fundamental tiene una vida media
 muy larga τ gβ ∼ 6,5 × 104 a, es decir practicamente estable para considerar el
 proceso-s. Pero cuando se absorbe el neutron, el 79Se pasara rapidamente al
 266

Page 268
                        

Se
 Br
 Kr
 44 45 46 47
 ig
 Figura 14.3: Ejemplo de ramificacion en el proceso s.
 equilibrio termodinamico con el material estelar y por lo tanto la poblacion delestado excitado estara determinada por la formula de Saha
 NI
 Ng=GI
 Ggexp
 (
 − ∆E
 kBT
 )
 (14.16)
 y para temperaturas suficientmente altas sera apreciablement4e diferente decero.
 El Problema 14.2.3 muestra expresiones analıticas que describen ramificacio-nes en el proceso-s. En ellas tanto λβ como λn son funciones de la temperatura.La comparacion de las abundancias en las dos ramas del proceso permiten de-terminarla. ¡Las ramificaciones en el proceso-s actuan como termometros delmaterial estelar!
 14.2.3. Terminacion del proceso-s
 El proceso-s termina cuando en su camino llega al final de los elementos es-tables en la tabla periodica: plomo y bismuto. La Figura 14.4 muestra el caminoprincipal que cierra el proceso-s: el camino principal atraviesa la secuencia deplomos (206,207,208,209Pb), este ultimo es inestable y se desintegra β a 209Bi, el“ultimo elemento estable”. El 209Bi absorbe otro neutron y pasa a 210Bi, quese desintegra β a 210Po, que a su vez se desintegra α a 206Pb cerrando de estemodo el ciclo.
 La terminacion del proceso-s puede examinarse generalizando un poco elsistema de ecuaciones diferenciales (14.14) para incluir el ciclo descripto. Esmas sencillo escribir estas ecuaciones en forma matricial:
 d
 d s
 N6
 N7
 N8
 N9
 +
 −σ6 0 0 σ9σ6 −σ7 0 00 σ7 −σ8 00 0 σ8 −σ9
 N6
 N7
 N8
 N9
 =
 σ5N5
 000
 (14.17)
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Pb
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 Figura 14.4: Terminacion del procso-s. Se indican los nucleos inestables que par-ticipan en la terminacion. El nucleo inestable 210Po se desintegra α, originandoiun ciclo.
 Es facil ver que la matriz anterior tiene un autovector con autovalor cero
 V0 =
 1σ61σ71σ81σ9
 (14.18)
 que corresponde a una solucion estacionaria. Es facil ver, usando los criteriosclasicos de estabilidad, que los demas autovalores de la matriz tienen parte realnegativa y corresponden a soluciones decrecientes de la ecuacion diferencial.Por lo tanto, esperamos que con el aumento de la irradiacion la concentracionde los elementos finales del proceso-s tiendan a una distribucion estacionariainversamente proporcional a las secciones eficaces promediadas.
 14.2.4. Comparacion con la observacion
 ¿Es posible comprobar la teorıa del proceso-s? Lo es, a condicion de ser muycuidadosos, pues muy pocos elementos son “s-puros”. Veamos algunos ejemplosde comparacion de teorıa con experimento.
 Los isotopos del teluro
 El teluro tiene tres isotopos (122,123,124Te) consecutivos y s puros. Una pre-diccion de la teorıa es que si σiτ0 À 1 debe cumplirse
 σANA ' σA+1NA+1 (14.19)
 La tabla Tabla 14.1 muestra la excelente coincidencia entre teorıa y expe-rimento para esta tripleta. Otras comparaciones similares pueden hacerse paraisotopos del samario (148,150Sm), del xenon (128,130Xe) o del bario (134,136Ba),
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122Te 123Te 124TeN¯ 0,124 0,0428 0,229σ(30 keV) 337± 69 939± 57 185± 24σiN¯i 41,8± 8,6 40,2± 2,4 42,4± 5,5
 Cuadro 14.1: Comparacion ebtre teorıa y observacion: Isotopos del teluro
 Componente τ0 f Ncap
 Principal (0,30± 0,01)(
 kBT30 keV
 )1/20,043± 0,002 15,1± 0,8
 Debil (0,068± 0,002)(
 kBT30 keV
 )1/21,6 2,8
 Fuerte 7,0 1,2× 10−4 141,0
 Cuadro 14.2: Parametros de irradiacion del proceso-s clasico.
 que muestran que el proceso-s describe correctamente una parte de la formacionde elementos pesados.
 La curva σiNi
 Mucho mas interesante que las comparaciones anteriores con la oservacion, escomparar la curva de abundancias σ(A)N(A) con los elementos s-puros conoci-dos. Esto requiere conocer las secciones eficaces de captura radiativa para todoslos elementos estables con A > 56 ası como sus constantes de desintegracion β,en el caso de las ramificaciones.
 La Figura 14.5 muestra los resultados de esta comparacion. El acuerdo entreteorıa y observacion es muy bueno, especialmente si tenemos en cuenta que nose han tenido en cuenta las ramificaciones. Si estas se incluyen en el calculo, elacuerdo mejora notablmente.
 La forma de la curva es una sucesion de “mesetas” (con σ(A)N(A) casi cons-tante) y “precipicios” (en donde σ(A)N(A) varıa rapidamente). Esto ultimoocurre en las regiones en que la seccion eficaz promediada es pequena, general-mente en las cercanıas de los numeros magicos.
 Para lograr el ajuste anterior, sin embargo, es necesario usar una superpo-sicion de tres irradiaciones de la forma (14.15), ya que una sola no alcanza. Latabla Tabla 14.2 muestra los parametros necesarios para explicar la curva.
 La componente principal ajusta la forma general de la curva, pero es necesa-rio incluir la componente debil para ajustar los elementos mas livianos (A < 90)y la fuerte es necesaria paraa explicar la distribucion de los elementos terminalesdel proceso-s, en especial, la abundancia del nucleo doblemente magico 208Pb.
 14.2.5. El lugar astrofısico del proceso-s
 Como acabamos de explicar, la comparacion de teorıa y observacion mues-tra que una sola superposicion de irradiaciones de la forma (14.15) no alcanzapara describir la distribucion de los elementos. La explicacion de la abundanciasolar debida al proceso-s requiere, pues, identificar los lugares astrofısicos dondepuedan haberse originado las tres componentes.
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 Figura 14.5: La curva σ(A)N(A) comparada con la observacion.
 La componente principal: Esta parece originarse en los pulsos termicos ori-ginados durante la etapa AGB de estrellas de masa pequena. Duranteestos pulsos se producen abundantes neutrones a traves de la reaccion13C(α,n)16O y tambien 22Ne(α, n)25Mg. El esudio de estos modelos este-lares muestra que los modelos pulsados producen resultados similares almodelo clasico del proceso-s. El ambiente fısico, determinado a traves delas ramificaciones, corresponde a los parametros
 kBT = 2± 1× 108 K nn ∼ 3,5± 1,0× 108 cm−3 ρ = 6± 3× 108 g/cm3
 (14.20)
 y estos parametros corresponden al ambiente estelar en una estrella de laAGB.
 La componente debil: En estrellas muy masivas, del orden de 25 M¯, haciael final de la quema de helio en el nucleo se producen abundantes neu-trones a traves de la reaccion 22Ne(α, n)25Mg. Esto es capaz de producirabundancias razonables para el proceso-s en el rango 56 < A < 90.
 La componente fuerte: Esta se origina en el flash de helio en estrellas demasa pequena M .M¯.
 Problemas 14.2
 Problema 14.2.1 (Solucion de Bateman).Hallar una solucion analıtica exacta para el sistema de ecuaciones (14.14).
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1. Usando la transformada de Laplace, llevar el sistema a uno de ecuacioneslineales en la variable transformada s. Suponer N(56) = N56, N(A >56) = 0 como condiciones iniciales.
 2. Hallar una solucion recursiva para N(A, s) en funcion de N(A− 1, s).
 3. Usando el teorema de Heaveside [2] (o integracion en el plano complejo,si lo desea) invertir las transformadas de Laplace para hallar la soluciongeneral.
 Problema 14.2.2 (Solucion de Clayton-Ward).Probar que la solucion de las ecuaciones (14.14), promediadas con la distribucion(14.15) es
 σ(A)N(A) =f/τ0N56
 ∏Ai=56
 (
 1 + 1σiτ0
 ) (14.21)
 Problema 14.2.3 (Ramificacion en el proceso-s).Mostrar que en el ejemplo de la Figura 14.3 las abundancias sobre la ramaprincipal del proceso-s y la alternativa estan dadas por
 σN(79Se) = ζ ′(79Se)σN(78Se) (14.22a)
 σN(79Br) = ζ(79Se)fβ(
 79Se)
 fn(79Se)σN(79Se) (14.22b)
 en donde
 ζ(79Se) =1
 1 + 1τ0σ(79Se)
 (14.22c)
 ζ ′(79Se) =1
 fn(79Se) +1
 τ0σ(79Se)
 (14.22d)
 y ademas
 fβ =λβ(
 79Se)
 λn(79Se) + λβ(79Se)(14.22e)
 fn = 1− fβ (14.22f)
 λn =⟨
 Φσ(79Se)⟩
 (14.22g)
 Problema 14.2.4 (Terminacion del proceso-s (1)).Probar que la ecuacion (14.17)
 1. Tiene un autovalor cero, con autovector derecho (14.18).
 2. Los otros autovalores tienen parte real negativa.
 Problema 14.2.5 (Terminacion del proceso-s (2)).Promediar la ecuacion diferencial (14.17) con la distribucion (14.15) y hallar lacorrespondiente solucion.
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 Figura 14.6: Descomposicion -r y -s de los elementos pesados. ([43])
 14.3. El proceso-r
 El segundo proceso formador de elementos pesados es el proceso-r : una po-derosa corriente de neutrones, tan intensa y a tan grande temperatura que losnucleos formados no tienen tiempo de desintegrarse β. En estas condiciones, seforman elementos pesados ricos en neutrones y alejados del valle de estabili-dad. Ademas, pueden formarse elementos separados del grupo del hierro por un“estrecho de inestabilidad”, tal como el uranio y el torio (Figura 8.1).
 Con la excepcion de unos poco nucleidos s-puros y r-puros, la mayor partede los nucleidos pesados se forma por una mezcla de ambos procesos, y esnecesario hacer una descomposicion de las abundancias para analizarlos. Puesoque el proceso-s es el mas sencillo de analizar, generalmente se calculan lasabundancias-s y la diferencia entre las abundancias observadas en el SistemaSolar y las calculadas en el proceso-s se atribuyen al proceso-r. Son estos residuosr los que se comparan con el experimento.
 La Figura 14.6 muestra una desomposicion de ese tipo [43]. Es caracterısticodel proceso-s labusca variacion de las abundancias entre los nucleidos establesA-par y A-impar. Esto se debe, basicamente, a que las secciones eficaces decaptura de los nucleos pares son mucho menores que las de los nucleos impares.Estos ultimos tienen una energıa de ligadura menor que la de los pares, debidoa la energıa de apareamiento ((8.11e)) lo que facilita enormemente la captura deneutrones a traves del mecanismo de nucleo compuesto. Puesto que la cantidad
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σ(A)N(A) es aproximadamente constante sobre grandes regiones de la tablaperiodica (Figura 14.5), las correspondientes abundancias fluctuan.
 Los residuos r, por el contrario, muestran una distribucion de abundanciasmucho mas suave, sin granades fluctuaciones par-impar, pero con tres grandespicos en las cercanıas de A ∼ 130 (pico del xenon), A ∼ 160 (pico de las tierrasraras) y de A ∼ 190 (pico del platino). Estos picos son muy anchos pues seextienden a lo largo de un intervalo ∆A ∼ 10. El objetivo de la teorıa delproceso r es explicar esta distribucion particular de los elementos.
 14.3.1. Teorıa del proceso r
 Nuevamente, consideraremos primero el “proceso r en un vaso”: supondre-mos temperatura y densidades independientes de la posicion y ademas lo sufi-cientmente grandes como para que las reacciones directas e inversas sean im-portantes. En esas condiciones, las ecuaciones de reaccion son
 N(Z,A) =λn,γ(Z,A− 1)N(Z,A− 1) + λγ,n(Z,A+ 1)N(Z,A+ 1)
 − [λn,γ(Z,A) + λγ,n(Z,A)]N(Z,A)
 + λβ0(Z − 1, A)N(Z − 1, A)− λβ0(N,Z)N(Z,A)
 + λβ1(Z − 1, A+ 1)N(Z − 1, A+ 1)− λβ1(N,Z)N(Z,A)
 + . . .
 (14.23)
 en donde λn,γ = nn 〈σn,γvn〉 es la tasa de reaccion para la absorcion radiativa deneutrones, λγ,n es la del proceso inverso, λβ0 es la constante de desintegracionβ y λβ1 es la de desintegracion β acompanada de la emision de un neutron.3
 Ademas, hay otros terminos tales como la desintegracion β acompanada por laemision de dos o mas neutrones.
 Una de las contribuciones mas importantes al segundo miembro de (14.23)es la fision de los nucleidos de alto A & 240. Estos nucleidos tienen una altaprobabilidad de fisionarse en otros dos de cargas Z1 + Z2 = Zf , emitiendoeventualmente algunos neutrones. De este modo, las ecuaciones (14.23) debencompletarse con
 N(Z1, A1) = · · ·+ λf [(Zf , Af )→ (Z1, A1)]N(Zf , Af ) (14.24a)
 N(Z2, A2) = · · ·+ λf [(Zf , Af )→ (Z2, A2)]N(Zf , Af ) (14.24b)
 N(Zf , Af ) = −∑
 i
 λf [(Zf , Af )→ (Zi, Ai)]N(Zf , Af ) (14.24c)
 que definen un grupo de ciclos de realimentacion del sistema.La red de reaccion (14.23) puede simplificarse enormemente cuando densidad
 y temperatura son lo suficientemente altas. Cuando
 T > 2× 109 K nn > 1× 1020 cm−3 (14.25)
 T > 1× 109 K nn > 1× 1028 cm−3 (14.26)
 3Este proceso recibe el nombre de desintegracion β neutronica retardada (Ing: β delayedneutron decay).
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se establece un equilibrio estadıstico entre las reacciones (γ, n) y (n, γ), de ma-nera que las concentraciones satisfacen una ecuacion de Saha
 N(Z,A ∗ 1)N(Z,A)
 = nn
 (
 2π~2
 mnkBT
 A+ 1
 A
 )3/2G(Z,A+ 1)
 2G(Z,A)exp
 [
 Sn(Z,A+ 1)
 kBT
 ]
 (14.27)en donde
 Sn(Z,A+ 1) = B(Z,A+ 1)−B(Z,A) (14.28)
 es la energıa de separacion de un neutron.Cuando el equilibrio (γ, n)↔ (n, γ) se establece y se desprecian las contri-
 buciones λβ1el sistema de ecuaciones anterior se simplifica a
 N(Z) = λβ(Z − 1)N(Z − 1)− λβ(Z)N(Z) (14.29a)
 junto con las ecuaciones para la fision, que pueden simplificarse en la forma
 N(Z1) = λfN(Zf )− λβ(Z1)N(Z1) (14.29b)
 N(Z2) = λfN(Zf )− λβ(Z2)N(Z2) (14.29c)
 (N)(Zf) = λβ(Zf − 1)N(Zf − 1)− λβ(Zf)N(Zf) (14.29d)
 Este sistema de ecuaciones se parece mucho al sistema de ecuaciones parael proceso s clasico y no es de extranar que tenga soluciones analıticas exac-tas (Problema 14.3.1) que describen una distribucion de abundancias con pıcosalrededor de A ∼ 130 y A ∼ 190. Veamos por que.
 La absocion de neutrones es tan rapida que el proceso r sigue una lınea casihorizontal en el diagrama (N,Z) hasta que llega a nucleidos con N magico.Para estos, la seccion eficaz de absorcion de neutrones es tan chica que dominala desintegracion β. Como esta es relativamente lenta, el nucleido permanece untiempo relativamente largo en con N magico, y estos tramos del camino r seconocen como puntos de detencion.4 Sin embargo, cada vez que el nucleo decaea lo largo de una lınea de A constante, absorbe rapidamente neutrones y vuelvea la lınea de N magico. Esto ocurre hasta que λβ ' λn,γ , cerca del valle deestabilidad y allı nuevamente se inicia un camino casi horizontal.
 El resultado es que la abundancia de los nucleidos con A ∼ AW aumen-ta mucho durante el proceso r y esto explica los picos en la distribucion deabundancias.
 14.3.2. Comparacion con la observacion
 Los calculos modernos del proceso r pueden reproducir adecuadamente ladistribucion observada pero no con una unica distribucion de flujos neutronicos.La observacion indica que hay por lo menos dos clases de eventos necesariospara reproducirla: los de baja frecuencia (o eventos L y los de alta frecuencia(eventos H).
 En tiempos recientes, las modernas tercnicas de observacion han permitidodetectar varias estrellas UltraPobres en Metales (UMP: Ing: Ultra Metal Poor),con abundancfias medibles de elementos formados en el proceso r. De este modoes posible comparar las abundancias r con la observacion fuera del Sistema Solar.
 4Ing: Waiting points.
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 Figura 14.7: Camino esquematico del proceso r. Los nucleos formados a lo largode la lınea llena decaen a nucleidos estables a lo largo de caminos con A ' Cte.Las lıneas de puntos muestran los numeros magicos, en donde el proceso r seestaciona, debido a su mayor estabilidad β.
 La Figura 14.8 muestra la comparacion de un calculo teorico moderno, he-cho con mucho cuidado, con la distribucion de elementos r en la estrella UMPCS2289-052. Debido a su pobreza en metales, se supone que esta estrella mues-tra los resultados de un “proceso r primoridial”, libre de varias ambiguedadesque introduce la evolucion galactica. La concordancia en la distribucion es muybuena.
 14.3.3. El lugar astrofısico del proceso r
 Hay pocos lugares en el Universo que puedan proporcionar la densidad ne-cesaria de neutrones para producir el proceso r. Uno de ellos es el “precipicio”que rodea una protoestrella de neutrones: durante la explosion de la supernovase producen intensısimos “vientos de neutrones” en esa region, que consisen enun flujo de neutrones arrastrados por la intensa radiacion de neutrinos produci-da durante el enfriamiento de la protoestrella. Durante los pocos segundos quedura el enfriamiento la protoestrella emite 105,5±0,5M¯, que corresponde a unadensidad nn ∼ 1029±1 cm−3, con temperaturas superiores a T > 109 K. Estasson las condiciones que hemos mencionado en las ecuaciones (14.26).
 Otro sitio astrofısico posible ocurre durante la fusion de dos estrellas deneutrones Estas fusiones se producen cuando una binaria formada por dos es-trellas de neutrones colapsa debido a la perdida de impulso angular por emision
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Figura 14.8: Comparacion entre teorıa y observacion: la distribucion de elemen-tos r en la estrella CS2289-052 comparados con un calculo teorico moderno. Lacantidad ε = YA/H.
 de ondas gravitacionales. La fusion de las estrellas produce un agujero negro,pero durante el proceso hay una gran expulsion de masa que se descomprimebruscamente. Las reacciones nucleares y la liberacion de energıa gravitacionalcalientan el material a altas temperaturas, comparables con (14.26).
 14.3.4. Nucleocosmocronologıa
 Si el proceso r sucede en supernovas tipo II, que se originan en estrellasde gran masa, los elementos pesados deben haber comenzado a aparecer muypronto en la Galaxia. El estudio de la edad de los mismos es una fuente deinformacion importante sobre la edad de la Galaxia. Este modo de establecerfechas se conoce como nucleocosmocronologıa.
 Observemos ante todo que la distribucion de elementos muy pesados A >90 es muy similar en el sistema solar y en estrellas UMP (Figura 14.9). Estosugiere que al menos los eventos H son universales y se los puede utilizar parala nucleocosmocronologıa.
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 Figura 14.9: Comparacion entre las distribuciones de elementos r en estrellas yen el Sistema Solar.
 Como ejemplo, examinemos el calculo de la edad de la Galaxia a partir deestrellas UMP. Debido a su bajo contenido en metales, estas estrellas son muyviejas, coetaneas con la Galaxia misma, y la abundancia de los materiales ra-diactivos esta conectada con su edad. Sea Pi la fraccion del elemento i producidoen el proceso r. La cantidad observable es el cociente de las abundancias hoy enla estrella que, por la ley del decaimiento radiactivo es igual a
 (
 Ni
 Nj
 )
 ?
 =Pi
 Pje−(λi−λj)T? (14.30)
 Ahora bien, las fracciones Pi pueden calcularse con la teorıa del procesor mientras que las abundancias puedden medirse con las tecnicas de sıntesisespectral. Por lo general, es conveniente usar varios pares de elementos, dadoque tanto las fracciones teoricas como las abundancias medidas tienen erroresimportantes.
 La Tabla 14.3 muestra un analisis tıpico de datos para la estrella UMPCS31082-001. El analisis de los distintos isotopos muestra que la edad de estaantiquısima estrella es del orden de T? = 12,5 ± 3,0 Ga, proxima a la edad dela Galaxia. Este resultado es una cota inferior rigurosa de la edad del Universo.
 Resultados similares pueden obtenerse a partir de otras estrellas antiguas.
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Par τij(Ga) log10 Pi/Pj log10 Ni/Nj T?(Ga)Th
 238U 21,8 0,182± 0,013 0,074± 0,15 12,2± 3,2UOs 14,8 −1,25± 0,07 −2,19± 0,18 13,9± 2,7UIr 14,8 −1,28± 0,08 −2,07± 0,17 11,8± 2,6
 Cuadro 14.3: Determinaciones de la edad de la estrella UMP [Fe/H = −2,9CS31082-001. La ultima columna es consistente con una edad T? = 12,5±3,0 Ga.
 Problemas 14.3
 Problema 14.3.1 (Solucion estacionaria para el proceso r).Mostrar que el sistema de ecuaciones anteriores tiene una solucion de la forma
 N(Z) = N(Z)0eΛt (14.31)
 Problema 14.3.2 (Edad de la estrella UMP CS22892-052).Determinar la edad de la estrella UMP CS22892-052 a partir de los siguientesdatos
 log10Th
 Eu= −0,67± 0,11 τ = 46,7 Ga log10
 PThPEu
 = −0,31± 0,03 (14.32)
 Notas bibliograficas
 El trabajo clasico que desarrollo por primera vez la teorıa es [29], frecuente-mente abreviado como BBFH. Un resumen claro tanto de la teorıa como de laobservacion, hacia 1975 puede verse en [109]. La referencia [9] es una importanterevision didactica de la teorıa de la nucleosıntesis hasta el pico del hierro.
 La referencia [73] es un artıculo de revision clasico sobre el proceso-s.Una referencia moderna sobre el proceso-r es [92].
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